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INTRODUCTION
1. Raison du choix du sujet:

Au Vietnam, les étudiants universitaires qui se spécialisent en ingénierie, en économie
et en pedagogie (mathématiques, physique et informatique) doivent étudier I'algébre
lineaire. De plus, I'algébre lineaire apparait souvent dans les examens d'entrée a la maitrise,
ainsi que dans les examens Olympiade de mathématiques pour les étudiants universitaires.
La pratiqgue de l'enseignement montre que la plupart des étudiants ont souvent des
difficultés a passer de l'apprentissage de la théorie a la pratique de la résolution de
problémes mathématiques, en particulier, les étudiants ne forment pas une méthode de
résolution pour chaque type de mathématiques. Par conséquent, a notre avis, il existe un
besoin d'études spécialisées sur les meéthodes de résolution pour chaque type de
mathématiques en algébre linéaire, créant ainsi des opportunités pour les étudiants de mieux
étudier.

Partant des raisons ci-dessus, nous avons choisi le sujet de recherche suivant pour notre
these de doctorat en mathématiques:“Recherche sur les méthodes de résolution de
certaines formes mathématiques typiques en algébre linéaire” .

2. Objectifs et contenu de recherche de la thése

Le but de la thése est de rechercher, de répondre aux questions suivantes:

Question 1. Dans le programme de mathématiques pour les étudiants universitaires, le sujet
d'algebre linéaire a des formes mathématiques typiques qui doivent étre étudiées associées
aux sujets suivants: Matrice, déterminant, systeme d'équations linéaires, espace vectoriel,
application linéaire? Quelles méthodes de résolution de problémes sont recommandées pour
résoudre ces problemes mathématiques typiques?

Question 2. Comment les méthodes proposées pour résoudre des problémes mathématiques
typiques sont-elles présentées?

Question 3. Comment les solutions proposées pour des problemes mathématiques typiques
sont-elles appliquées a la résolution de problemes similaires et de problemes avancés?

3. Objet et portée de la recherche

L'objet de recherche de la thése est d'étudier la méthode de résolution de problémes
pour les formes mathématiques typiques de l'algebre linéaire, dans le programme de
mathématiques au niveau universitaire, liés aux sujets suivants: Matrice, déterminant,
systeme d'équations linéaires, espaces vectoriels, applications linéaires.

Ce sont les principaux sujets que la plupart des étudiants universitaires des majeures

techniques, économiques et pédagogiques (mathématiques, physique, informatique)
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apprennent. De plus, les problémes d'algebre linéaire associés aux sujets ci-dessus
apparaissent souvent dans les examens d'entrée a la maitrise, ainsi que dans I'examen de
Olympiade de mathématiques pour les étudiants universitaires.

4. La structure de la theése

Correspondant a l'objectif de recherche de la thése, outre l'introduction et la
conclusion, le contenu principal de la these est présenté en 3 chapitres comme suit :

Chapitre 1. Connaissances de base en algébre linéaire.

Chapitre 2. Quelques types typiques de mathématiques et de méthode de résolution.

Chapitre 3. Quelques types de problemes avancés.

5. Méthodes de recherche

Pour répondre aux questions ci-dessus, nous utilisons les méthodes de recherche

suivantes:
Etudier des documents sur I'algébre linéaire enseignés dans les programmes universitaires,
afin de découvrir les connaissances de base associées aux sujets: Matrice, déterminant,
systéme d'équations linéaires, espace vectoriel, application linéaire. A partir de 13, nous
proposons des formes mathématiques typiques et des méthodes de résolution de problemes
a étudier. Les résultats de la recherche sont présentés dans le chapitre 1. Connaissances de
base en algebre linéaire.

A partir des résultats de recherche du chapitre 1, nous développons des formes
mathématiques spécifiques et des méthodes correspondantes pour les résoudre, ainsi que
des problémes illustratifs. Les résultats de la recherche sont présentés au chapitre 2:
Quelques types typiques de mathématiques et de méthode de résolution.

Nous appliquons les méthodes de résolution de mathématiques mentionnées au chapitre
2 pour résoudre des problémes avancés. Les résultats de la recherche sont présentés au

chapitre 3: Quelques types de problemes avancés .



Chapitre 1. CONNAISSANCES DE BASE DE L'ALGEBRE LINEAIRE

Objectifs du chapitre

Dans ce chapitre, nous présentons les connaissances de base de I'algebre linéaire, afin
de servir de base au chapitre 2 et de répondre a la questionl: Dans le programme de
mathématiques pour les étudiants universitaires, le sujet d'algebre linéaire a des formes
mathématiques typiques qui doivent étre étudiées associées aux sujets suivants: Matrice,
déterminant, systéme d'équations linéaires, espace vectoriel, application linéaire? Quelles
méthodes de résolution de problemes sont recommandées pour résoudre ces problémes
mathématiques typiques?

Les connaissances présentées dans le chapitre sont référencées dans les documents:
[71, [9], [13], [14], [18], [19], [21], [22], [24], [25], [26], [27], [28], [29].
1.1. Déterminant
1.1.1. Définition de la matrice

- Matrice d’ordre mxn sur [ est un tableau de mn nombres disposés en m lignes et n en

colonnes:
a; &,
A - a21 a22 a'2n
a. a a

Avec a; ell,i=Lm, j=1n. Une telle matrice est également notée A = (a )m OUAS=

(aij). L'élément situé en ligne i et en colonne j de la matrice A est noté ajou (A). .
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L'ensemble des matrices d’ordre mxn sur [1 estnoté M__ ([).

- Avec A, BeMnxa(l]),nous avons: A=B < (A)=(B;),i=Lm, j=1n.
- Matrice d’ordre nxn sur ] est appelée matrice carré d'ordre n. L'ensemble des

matrices carrées d'ordre n sur 7 estnoté M, (1), au lieude A= (a;) onécrira A= (&)

nx

. Eléments a,,,a,,,...,a  d'une matrice carrée A = (aij) se trouve sur une diagonale du carré
n

gue nous appelons la diagonale principale de A.



- Matrice des unités d’ordre n sur(], est noté I, est matrice carrée d’ordre n sur [ dont

les coefficients sur la diagonale principale sont tous égaux a 1 et les coefficients restants

sont tous égaux a 0.

0 0
1 0
=], " .
00 1
1.1.2. Définitions des déterminants
e  Soit A une matrice carrée d'ordre 2: A :{a“ a“}
a21 a22

Le déterminant d’ordre 2 de Aest un nombre, le symbole detA (ou |A| ) défini comme suit:

a; 8
detA=| " ? =3ay,8,, —a,ay (1)
1 2
8, 8, a;
e Soit A une matrice carrée d'ordre 3: A=|a,, a,, a,
8 83 Ay

Le déterminant d’ordre 3 de A est un nombre, le symbole detA (ou |A| ), défini comme suit:

a; &, a;
det A= Ay 8y 8yg| = 8389855 + 8158558y + 838,585, — 81385,8 818,38, — 8,85 85 (2)
& Ap Ay

Par exemple:

-1 2 3
1 -2 1)=[(-1)(-2)4+2.1.(-1)+1.03]-[3.(-2).(-1)+1.0.(-1)+2.1.4 ]| =-8
-1 0 4
Si la notation S, est un ensemble des substitutions niveau n, alors les formules (1) et (2)

peuvent étre réécrites comme suit:

det A: Z S( f )aif(l)aZf(Z); det A: Z S( f )alf(l) aZf(Z)a3f(3)

fes, feS;

A partir de 13, il est suggéré de définir la déterminant d’ordre n comme suit:

a;, &, - &,
. . p . . _ Ay Ay e Ay,

e Soit A une matrice carrée d'ordren: A= | O .
a, a, .. a,



Le déterminant d’ordre n de Aest un nombre, symbole detA (ou |A| ), défini comme suit:

a; &y o &,
aZl a22 aZn
detA="" " 7 T=> s(F)ay gt (3)
. . . . fESn
a, a, .. a,

1.1.3. Les propriétés du déterminant
e Propriété 1.
Le déterminant ne change pas au cours de la transposition, c'est-a-dire: detA! = detA(A": la

transposition de la matrice A)

1 2 3 |1 47
Par exemple: 4 5 6/=[2 5 8
7 8 9 3 6 9

Remarque: A partir de cette propriété, une proposition de déterminante qui est vraie pour
les lignes est également vraie pour les colonnes et vice versa.
e Propriété 2.

Si deux lignes (ou deux colonnes) du déterminant sont permutées, le déterminant change de

signe.
1 2 3 7
Par exemple: 4 5 6/=-4
7 8 9 1

e Propriété 3.
Si tous les eléments d'une ligne (ou d'une colonne) du déterminant sont multipliés A alors le
nouveau déterminant est égal au déterminant d'origine multiplié par 4.

1 2 3 1 2 3
Par exemple: 4 2 6/=212 1 3
6 4 9 6 4 9

Remarque: De cette propriété, nous avons que si A est une matrice carrée d’ordre n, alors
det(A A) = A" detA.

e  Propriété 4.

Soit A une matrice carrée d'ordre n. Supposons que la ligne i de la matrice A puisse étre

représentée par: a; = a; +a;avec j=1,2,...,n. Alors, on a:

detA=la,+a, a,+a, .. a,+a



Dans lequel, les lignes restantes des 3 déterminants des deux cOtés sont exactement les
mémes et sont les lignes restantes de la matrice A. Nous avons également le méme résultat

pour la colonne.

12 3 (1 2 3 |1 2 3
Par exemple: 4 5 6/=6 5 4+|-2 0 2
7 8 9 (7 8 9 |7 89

Commentaire: A partir de cette propriété, il est possible de construire une méthode pour
résoudre le calcul du déterminant en représentant le déterminant comme la somme des
déterminants.

A partir des propriétés ci-dessus, les propriétés suivantes du déterminant peuvent étre
déduites:

e  Propriété 5.

Le déterminant sera O si:

- Avoir deux lignes (deux colonnes) égales ou proportionnelles.

- 1l y a une ligne (une colonne) qui est une combinaison lineaire d'autres lignes (une
autre colonne).

e Propriété 6.

Le déterminant ne changera pas si:

- Multipliez une ligne (une colonne) par n'importe quel nombre, puis ajoutez a une autre
ligne (une autre colonne).

- Ajoutez a une ligne (une colonne) une combinaison linéaire d'autres lignes (une autre
colonne).

1.1.4. Théoreme de Laplace

e  Sous-déterminant et complément algébrique

Soit A une matrice carrée d'ordre n, kest un nombre naturel 1<k <n. Eléments situés a
I'intersection de k n'importe quelle ligne, k toute colonne de A forme une matrice carrée
d'ordre kde A. Le déterminant de cette matrice est appelée le déterminant de I'ordre k de la
matrice A.

En particulier, étant donné 1<i, j <n, si nous supprimons des lignes i et des colonnes jde

A nous obtiendrons la sous-matrice d'ordre n-1 de A, notée Mij. Alors, A, :(—1)i+j detM,



est appelé le complément algébrique de I'éIément(A)ij. ((A)ij est I'élément situé en ligne i,

colonne jde la matrice A)

e Théoreme de Laplace

8, a, .. & ay, |
a Ay a'2j ),
Soit A une matrice carrée d'ordre n: A =
all a'i2 alj a'in
_anl an2 a‘nj annJ

Ensuite nous avons:

- En développant le déterminant par la ligne i:
n
det A=a,. A, +8,. A, +..+a,. A, =D ay A
k=1
- Endéveloppant le déterminant par colonne j:

det A=a,;. A, +a,,. A +..+a,.A =D a,A
k=1

° Remarque: A partir du contenu du théoréme, il est possible de construire une
méthode de résolution pour le calcul du déterminant en développant en lignes (ou
colonnes).

A partir du théoréme de Laplace, nous pouvons prouver deux propriétés importantes du
déterminant:

e Propriété 1.

Si A est une matrice triangulaire supérieure (ou triangle inférieur), alors elle detA est égale
au produit de tous les éléments de la diagonale principale, c'est-a-dire:

a, 0 0 .. 0
a a, 0 .. 0

ST =a,;,.8..-8,,
anl an2 an3 a‘nn

Commentaire: A partir de cette propriété et des propriétés 2, 3, 6 mentionnées ci-dessus, il
est possible de former une méthode pour résoudre le calcul du déterminant a [’aide de
transformations élémentaires.

e Proprieté 2.

Si A,B ce sont des matrices carrées d'ordre n, alors det(AB) = detA.detB .

Prouver:



Supposons qu'il A=(ay ), B=(l;)sont des matrices carrées d'ordre n. Considérant le

déterminant d'ordre 2n:

0 0 .. 0 a a, . a,
O 0 .. 0 a, a, .. a,
D - o 0 .. 0 a;, a, a,,
b11 blZ - bln -1 0 0
b, b, .. b, 0 -1 0
b, b, .. b, 0 0 .. -1

En appliquant le théoreme de Laplace, développez le déterminant selon de nla premiére

ligne, on obtient:
D=(-1)" .det AdetB. (1)

Multipliez les lignes n+1,n+2,...2npar a,, a,.,,...,a,puis additionnez a la ligne i on

obtient:
C, Cp c, 0 O 0
Cy Cy c,, 0 O 0
D — nl Cn2 Cnn O O O

b, b, .. b
ij gk

Dans lequel: ¢, =Y a;b,.Metre: C= (¢, ),ona:C=AB
j=1

En appliquant le théoréme de Laplace, en développant le déterminant selon de nla premiére
ligne, on obtient:

1.0 .. 0
D=(—1)2(1*2*“'*“).olet(:.O 0 =(-1)" .detC (2)
0 0 .. -

Daprés (1) et (2), on a: detC = detA.detB, déduire det(A.B) = detA.detB.

Commentaire:



- A partir de cette propriété, il est possible de construire une méthode de résolution:
Détermination du déterminant par la méthode de représentation déterminant en tant que
produit de déterminants.

- Dans certains cas, appliquer les propriétés du déterminant, transformer le développement
du déterminant par ligne ou par colonne pour représenter le déterminant a calculer par des
déterminants d'ordre plus petit de méme forme. A partir de 13, nous obtiendrons la formule
de récursivité. Par conséquent, le déterminisme par méthode inductive doit étre étudié.

e Enrésume:

Sur la base des connaissances de base sur les déterminants, nous proposons les méthodes de
résolution de problémes suivantes a étudier:

- Calculer le déterminant en utilisant I'expansion de ligne (ou de colonne).

- Déterminer le déterminant a I'aide de transformations élémentaires.

- Déterminer le déterminant par induction.

- Déterminer le déterminant en représentant le déterminant par la somme des
déterminants.

- Déterminer le déterminant par la méthode de représentation du déterminant en tant
que produit de déterminants.

1.2. Rang de la matrice

1.2.1. Définition du rang d'une matrice

Soit A une matrice d'ordre non nul mxn.Le rang de la matrice A est un nombre naturel r,

1<r<min{m,n}, vérifiant les conditions suivantes:

- Il existe au moins un sous-déterminateur d’ordre r de la matrice A qui est non nul.

- Tous les sous-déterminants d'ordre supérieur r(le cas échéant) de la matrice A sont
égaux a 0.

Autrement dit, le rang de la matrice A= Qest I’ordre le plus élevé des sous-déterminants
non nuls de la matrice A. Le rang de la matrice A est noté rangA.

Commentaire: A partir de la définition du rang de la matrice, on peut former une méthode
solution mathématique pour trouver le rang de la matrice: Trouver le rang de la matrice par
la méthode des déterminants .

1.2.2. Propriétés de base du rang d'une matrice

e Proprieté 1.

Le rang de la matrice ne change pas lors de la transposition, c'est-a-dire rangA' = rangA.

e Propriété 2.

Si A est une matrice carrée d’ordre nalors:
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rang A=n<detA=0
rang A<n< detA=0

e Propriété 3.

Si A et B sont des matrices du méme ordre, alors: rang(A+B)<rang A+rang B

1.2.3. La matrice en échelle

e Definir

Matrice A non nul d’ordre mxnest dite la matrice en échelle s'il existe des nombres
naturels r, 1<r <min{m,n} satisfaisant les conditions suivantes:

1. rlapremiere ligne de A est non nulle. Les Lignes a partir de r +1(le cas échéant) sont
toutes égaux a 0.

2. Considérez la ligne k avec 1<k <r.Si (A)kik le premier élément a gauche (de gauche a

droite) est non nul de la ligne kalors nous devons avoir i, <i, <...<l,.

Les éléments (A)_ sont appelés éléments marqués de la matrice A. Les colonnes contenant
k

les élements marqués (colonnes iy, i,,...,i,) sont appelées colonnes marquees de la matrice

A. Ainsi, la condition (2) peut étre reformulée comme suit: Si on va de la ligne du haut
vers le bas, les éléments marqueurs doivent se déplacer progressivement vers la droite. Par

conséquent, la matrice en échelle a la forme suivante:

iy iy 0,

............... (A),. (r)
0.0 0.0 0 0.. .0|(r+1)
0.0 0.0 0. . o. .0f(m

Nous avons les observations importantes suivantes:

Si Aest une matrice en échelle, alors le nombre r dans la définition est rangA .

Prouver.

- Il est possible de montrer qu'un sous-déterminateur non nul d’ordre r de A est le

déterminant D produit par r le premier de ligne et r de marqueur colonne i, i,,..., ..
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(),
oo O P (), (a), (8, 0
e

- De plus, les sous-déterminateurs d’ordre r+1 de A sont tous générés par r+lune ligne,
donc au moins une ligne est nulle. Ils sont donc tous égaux a 0.

Exemples de matrices en échelle:

01 2 0 0 3 4 0] " 0 00 0 0 ol
0003 4 -1 0 0 5 f 200 3 4
00001 0 00 B 5
A= ~ I'B=l0 0 00 3 0 O
0000 O 0 2° 3 R
0 0 00 0 4 1
0000 O O O O .
0 0 000 0 5
0000 0 0 0 O L .

Les matrices A, B sont toutes des matrices en échelles, et ont rangA = 4 (égal au nombre de
lignes non nulles de A), rangB =5 (égal au nombre de lignes non nulles de B).

1.2.4. Transformation élémentaire sur des matrices

e Les trois transformations suivantes sont appelées transformations élémentairessur les
lignes de la matrice:

1. Enéchangeant les deux lignes.

2. Multiplier une ligne par un nombre non nul.

3. Multipliez une ligne par n'importe quel nombre, puis ajoutez une autre ligne.

De méme, en remplacant les lignes par des colonnes, nous avons trois transformations
élémentaires sur les colonnes de la matrice.

e Commentaire:

- Les transformations élémentaires ne changent pas le rang de la matrice.

- Toute matrice non nulle peut étre donner a la forme échelle aprés un nombre fini de
transformations élémentaires sur la ligne.

Ainsi, pour trouver le rang d'une matrice A, on utilise des transformations élémentaires
pour donner A sur la forme de I'échelle, le rang de Aest égal au rang de la matrice en
échelle, et nous savons déja que le rang de la matrice en échelle principale est égal a son
nombre de lignes non nulles. A partir de ce résultat, nous pouvons construire une méthode
de résolution de probléme: Trouver le rang de la matrice en utilisant des transformations
élémentaires.

En résumé: Sur la base des connaissances de base sur le rang de la matrice, nous proposons

les méthodes de résolution de problémes suivantes a étudier:
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- Trouver le rang d'une matrice en utilisant la méthode des determinants.

- Trouver le rang d'une matrice a l'aide de transformations élémentaires.

1.3. Matrice inversible

1.3.1. Les notions de base

Sachant que A est une matrice carrée d'ordre n, A est dite inversible s'il existe une matrice
carrée B d’ordre n telle que AB = BA = I (1) (In est une matrice unitaire d'ordre n). Si A
est inversible, alors la matrice B vérifiant (1) est unique et B est appelée matrice inverse,
notée A, Ainsi, nous avons toujours: AA™" = A" A=1

1.3.2. Propriétés

e Aecestréversible < detA=0.

e Si AetB sontinversibles, alors AB est aussi inversible et (AB)*1 =B*'A™
o (W) (a7

1.3.3. Théoremes

e Théoréme 1.

a; &y o A,

idé - a, a, .. a
Considérez la matrice A=| & 72 2n
Ay Gy e Ay,

Si detA= 0 alors la matrice A, a l'inverse A calculé par la formule:

Ay Ay Ay

aio LA A A

detA| .. . . ..

An Ay o Ay

Ou Ajj est le complément algébrique de I'élément situe dans la ligne i de colonne j de la
matrice A.
Prouver .
Définir: bjk = dng, kK, J=12,...,net mettre a la matrice carrée d’ordre n: B = (bj).

. P
Nous avons: Za” =28 detJA_detAZ ay A

j=1

Sii=kalors c, :ﬁ.detAﬂ.

Sii#k alors ¢, = ﬁ.o =0.Donc (¢, )=1, (1, est la matrice d'unité d’ordre n)
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Donc, AB = I,,, de méme nous avons: BA = I,, déduire A= B.

Ar Ay Ay

Ainsi: At=(b,)= 1 A = 1 A Ay o Ay
"odetA " detA

An A o Ay

Commentaire: A partir du contenu du Théoréme 1, il est possible de former une méthode de
résolution pour la forme mathématique:Trouvez la matrice inverse en utilisant le
déterminant.

e Théoréme 2.

Si les mémes transformations élémentaires sont effectuées sur les lignes de la matrice A,
detA=0 et la matrice unitaire I,mais Atransformer Inalors Intransformer en A . Cette
assertion est toujours vraie si les lignes sont remplacées par des colonnes.

Commentaire: A partir du contenu du Théoréme 2, il est possible de construire une
méthodes solution pour la forme mathématique: Trouver la matrice inverse par la méthode
basée sur les transformations élémentaires.

e En résumé: Sur la base des connaissances de base sur les matrices inverses, nous
proposons les méthodes de résolution de problémes suivantes qui doivent étre étudiées:

- La méthode pour trouver la matrice inverse en utilisant le déterminant.

- La méthode pour trouver la matrice inverse en s'appuyant sur des transformations
élémentaires.

1.4. Systéme d'équations linéaires

1.4.1. Définir

Le systéme d'équations linéaires est constitué m d'équations, n les inconnues sont le
systeme d'équations:

X +a,X, +o+a,X, =h
A, X + 8, X, +...+8,, X, =D,

2n"*n (1)
A X +a.,X +..+a,X, =b,
La-dedans x, X,,..., X, sont les inconnues:
a;,b el ,(i=1m; j=1n)sont appelés coefficients, bi sont appelés coefficients libres.

Matrices:

14



8, &, .. @&, &; 8, .. &, |b by X

a a .o a —
A= | & 22 2n A= B=| X =

a, a, - @ a

ml
C'est ce qu'on appelle la matrice des coefficients, la matrice augmentée, la matrice des
coefficients de liberté (colonne des coefficients libres), la matrice inconnue (la colonne des
inconnues) du systeme d'équations ci-dessus. Le systéme d'équations peut étre réécrit sous
forme matricielle A x =B.

Commentaire: Si nous effectuons des transformations élémentaires sur les lignes d'un
systeme d'équations linéaires, nous obtenons un nouveau systéeme d'équations équivalent au
systeme d'équations donné.

1.4.2. Le systeme d'équations de Cramer.

e  Définition:

Un systeme d'équations linéaires (1) est appelé systeme de Cramer si m=n (c'est-a-dire
que le nombre d'équations est égal au nombre d'inconnues) et detA = 0.

e Théoreme de Cramer
Pour le systeme d'équations de Cramer:

X +8,X, ot aX, =h
X +a,,X, +...+a, X =h,

G

ay X +a,X, +..+a, X =b

a; a, ... &,
. a, &, .. &, ) .
La-dedans: A= Est une matrice de coefficients. Le
a, a, .. a,

systéme d'équations de Cramer a une unique solution donnée par la formule: x=A"'B,

i

c'est-a-dire x; = oA ou Aj est la matrice obtenue a partir de la matrice A en remplagant
e
by
: b,
la colonne j de A par la colonne B=| |
b

Prouver.
Nous avons: Parce que detA =0, déduire exister AL, Le systéme d'équations (2) est réécrit

sous forme matricielle:A x =B.
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Avecx=A"'B. Ona: A(A"B)=(AA™").B=Bdéduire x=A"'Bétre la solution du systeme

Ar Ay Ay
d'équations (2). Nous avons: A‘lzm Ao o , OU Ajjest le complément
A Ay Ay
algébrique de I'élément dans la ligne i, de colonne j de la matrice A. Donc,
A A A El Ab +..+Ab
X:i A&Z A22 AIZ 2 :i :
detA| ... .. ... .. |i| detA N .+A1b
A.ﬂ A2n e Am bn " "
det A, —
Ainsi: X, = L (j=1n).
' detA (J )

- Prouver l'unicité:

Supposons que le systeme d'équations: A x =B, a deux solutions x et y pour que Ax = B,
Ay =B. Nous avons: Ax— Ay =0= A(x—y)=0

Donc: ATA(x-y)=A"0=0=x-y=0

Ainsi: X=Y.

Donc, le systeme d'équations (2) a une solution unique.

Commentaire:

- A partir des résultats x= A™B est la seule solution du systéme d'équations (2), nous
pouvons construire une méthode de résolution pour la forme mathématique: Trouver la

matrice inverse en résolvant le systéme d'équations.

- Dapreés le résultat, le systeme d'équations de Cramer a une solution unique donnée par

det A,
la formule: x; = 5 tAi , peut former une méthode de solution pour la forme mathématique:
e

Résoudre et argumenter le systeme d'équations par la méthode des déterminants.

1.4.3. Théoreme de Cronecker-Capelly

Soit le systéme d'équations linéaires générales (1), A et Ala matrice de coefficients et la

matrice augmentee, respectivement. Alors:
- Sirang A<rang A, alors le systéme d'équations (1) n'a pas de solution.
- Sirang A =rang A= ralors le systtme de I'équation (1) a une solution. Suite:

+ Si r =nalors le systeme d'équations (1) a une solution unique.
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+ Si r <nalors le systeme d'équations (1) a une infinité de solutions qui dépendent n—r
des parameétres.

e Commentaire: A partir du contenu du théoréme, une méthode de résolution de la forme
mathématique peut étre formée: Résoudre et argumenter le systeme d'équations linéaires
par la méthode de transformation élémentaire.

e En résumé: Sur la base des connaissances de base sur le systeme d'équations linéaires,
nous proposons les méthodes de résolution de problémes suivantes a étudier:

- Résoudre et argumenter le systeme d'équations linéaires par la méthode de
transformation élémentaire.

- Résoudre et argumenter un systeme d'égquations linéaires par la méthode des
déterminants.

- La méthode pour trouver la matrice inverse en résolvant un systeme d'équations.

1.5. Espace vectoriel

1.5.1. Définition et propriétés de I'espace vectoriel

1.5.1.1. Définir

Le symbolel] est I'ensemble des nombres réels, V est tout autre ensemble et V est appelé
I'espace vectoriel sur [ (chaque élément de V est appelé un vecteur) si dans V il y a deux
opérations:

o Addition de 2 vecteurs, c'est-a-dire pour chaque paire de vecteurs «,pf eV

déterminer une somme vectorielle o+ eV .

o Multiplication scalaire d'un nombre par un vecteur, c'est-a-dire pour chacun a <[] et
le vecteur o €V détermine un vecteur produit ac V.

De plus,l'addition et la multiplication ci-dessus doivent satisfaire les 8 conditions suivantes:

+ Addition associatif, pour tous «, B,y e V:(a+f)+y=a+(B+¥)
+ Addition commutative, pour tous o, S eV :ia+ =L+«
+ Le vecteur (0,0,...,0) e[) "est appelé le vecteur zéroet est généralement désigné par O.

a+0=0+a=qa pourtout o V.

+ Pour tout r €V , il existe un vecteur —a €V de la propriété: o +(—a) =(—a)+a =0.

+ Multiplication distributive avec addition, pour tous a €[] et vecteurs «, S €V :
a(a+p)=aa+ap

+ Multiplication distributive avec addition, pour touta,b l] , pour tous les vecteursa €V :

(a+b)a=aa+ba
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+ Multiplication associative, pour tout a,bell, pour tous les vecteurs aeV:
(ab)a =a(ba)

+ 1l.a =, pour tous les vecteurs o €V

Ainsi, afin de vérifier si l'ensemble V avec les deux opérations d'addition et de
multiplication scalaires est un espace vectoriel, nous devons Vérifier s'ils satisfont aux 8
conditions ci-dessus.

1.5.1.2. Propriétés de base

- Les vecteurs O et contre-vecteurs (— ) sont uniques.

- Pour tous «, B,y €V,si a+f=a+y alors g=y.

- 0.a=0, pourtout ¢ eV, a0 =0, pour tout ae’l ,

- (-1). =—a, pour toutex eV.

- Si aa=0alors a=00u =0

- Si a #0alors aa =ba < a=>b

- (-a)a=a(-a)=—(aa), pourtous acll ,aeV.

1.5.2. Linéairement indépendant, linéairement dépendant

1.5.2.1. Définir

Soit V un espace vectoriel, &, ,,...,«, est un systeme vectoriel de V .

1) S'il y ades chiffres a,,a,,...,a, €[] pour que f=ao +a,a, +..+a,,

(C'est-a-dire que I'equation vectorielle: x &, + X,a, +...+ X, =  a une solution) alors nous
disons que le vecteur S eV est représenté linéairement & travers le systeme vectoriel
o, a,,...,a,0u disons £ est une combinaison linéaire du n vecteur donne.

A partir de la définition ci-dessus, il est possible de construire une méthode de résolution
pour la forme mathématique typique: Prouver qu'un vecteur est une combinaison linéaire

d'un systeme (fini) donné de vecteurs.

2) Systeme vectoriel «,a,,...,a, est appelé systeme vectoriel linéairement dépendant s'il
existe a,a,,...,a, €l non tous nuls tels que: ao +a,a, +...+a,a, =0.Autrement dit,
I'équation vectorielle x,&, + X,a, +...+ X, = O a une solution différente(0,...,0).

3) Systéme vectoriel o, a,,..., o, est appelé systeme vectoriel linéairement independant s'il
n'est pas linéairement dépendant. Autrement dit: Systeme vectoriel o, a,,...,«,est appelé

un systéme vectoriel linéairement indépendant si et seulement si I'équation vectorielle

X + X0, +...+ X, =0 a une solution unique est: (0,...,0).
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Le contenu des deux définitions ci-dessus est la base pour former la méthode de résolution
pour la forme mathématique: Prouver qu'un systéme (fini) de vecteurs est linéairement
indépendant ou linéairement dépendant.

1.5.2.2. Propriétés de base

- Systeme contenant le vecteur nultoujours linéairement dépendant.

- Un systéme consiste en un vecteur de dépendance linéaire lorsque ce vecteur est égal
a O, un systeme de deux vecteurs linéairement dépendants si et seulement si les deux
vecteurs sont proportionnels.

- Si un systeme vectoriel est linéairement indépendant, alors tous ses sous-systemes
sont également linéairement indépendants.

- Un systeme de vecteurs o, a,,...,a,est linéairement dépendant si et seulement s'il
existe un vecteur dans le systétme qui peut étre représenté linéairement par le reste des
vecteurs du systeme.

- Si le systtme «,a,,...,c, est linéairement indépendant, alors le systéme vectoriel
o, a,, ..., a,, pest linéairement indépendant si et seulement si 3 la linéarité ne peut pas étre
exprimee a travers le systtme o, ar,,..., o, .

1.5.3. Rang d'un systeme vectoriel
1.5.3.1. Systéme vectoriel équivalent
Dans I'espace vectoriel V pour deux systemes vectoriels:

(@) a0y, ay

(B): BBy By
On dit systeme (cr)peut étre exprimé linéairement a travers le systéme (3)si chaque
vecteur du systéme () sont tous exprimés linéairement a travers le systeme (). On dit
que le systeme («)est équivalent au systéme () (symbole () (B)) si le systéme («)
peut étre exprimé linéairement a travers le systeme ( S)et vice versa.

1.5.3.2. Sous-systéme linéairement indépendant maximal d*un systeme vectoriel

Dans l'espace vectoriel V pour le systeme vectoriel («):a,a,,...,a,. Sous-systtme

e, ..., 0 du systéme (« ) est appelé le sous-systéme maximum linéairement indépendant

iy !
du systéme (a)si o, ,..., @ linéairement indépendants et tous les vecteurs e, du systéme
(o) peut étre exprime linéairement a travers le sous-systeme o , @ ,..., &, .

I
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D'aprés la définition, nous avons immédiatement un sous-systéme linéairement indépendant
d'un systéme vectoriel équivalent a ce systeme vectoriel.
1.5.3.3. Lemme de base de I'indépendance linéaire

Dans I'espace vectoriel V pour deux systemes vectoriels:
(@) a0y, a0y
(B): BB By

Si le systtme («)linéairement indépendants et linéairement exprimables a travers le
systtme (B)alors m<n et nous pouvons remplacer mles vecteurs du systéme (,B) sont
égaux aux vecteurs o, a,,..,a,du systtme («)pour obtenir le nouveau systéme

équivalent a (). D'aprés le lemme de base, nous avons immédiatement deux systemes de

vecteurs linéairement indépendants équivalents, le nombre de vecteurs est égal.
1.5.34. Définition rang du systéme vectoriel

Dans I'espace vectoriel V, pour le systéme vectoriel («): o, @,,...,a

m
Systéme () 1l peut y avoir de nombreux sous-systémes indépendants linéaires maximaux
différents. Cependant, tous les sous-systemes indépendants au maximum linéaires du
systeme («)sont équivalents entre eux (parce qu'ils sont équivalents au systeme («)).
Ainsi, selon le lemme ci-dessus, tous les sous-systémes au maximum indépendants ont un
nombre égal de vecteurs. Ce nombre s'appelle le rang du systeme vectoriel «;,a,,...,@,,;

symbole: rang{e,a,,...,}. Nous avons donc:rang{e,,a,,...,} égal au nombre de

vecteurs du sous-systéme maximal linéairement indépendant du systéme «,«,,...,,, -

A partir de cette définition, il est possible de construire une méthode de résolution pour la
forme mathématique:Trouver le rang, le sous-systeme maximum linéairement indépendant
d'un systeme vectoriel .

1.5.4. La base, le nombre de dimensions de I'espace vectoriel

154.1. Base

Soit V un espace vectoriel, o, @,,..., &, qui est un systeme vectoriel de V.

. Un systéme vectoriel o, a,,...,c, est dit générateur de V si tous les vecteurs g eV
sont linéairement exprimables a travers le systeme o, ,,...,, .

. Un systéme vectoriel «,,a,,...,c,est dit base d'un espace vectoriel V s'il est

génerateur de V et linéairement indépendant.
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o D'apres la définition, deux bases quelconques de V sont équivalentes et linéairement
indépendantes. Par conséquent, d'apres le théoréeme fondamental, ils ont un nombre égal de
vecteurs. Ce nombre est appelé la dimension de V, notée dimV . Donc par définition:

dimV est égal au nombre de vecteurs de toute base de V.
o Un espace vectoriel dont la base est constituée d'un nombre fini de vecteurs est
appelé un espace vectoriel de dimension finie. Un espace vectoriel non nul et sans base
constitué d'un nombre fini de vecteurs est appelé un espace vectoriel de dimension infinie.
L'algébre linéaire traite principalement des espaces de dimension finie.
1.5.4.2. La propriéteé de base de I'espace vectoriel de dimension finie
Soit V un espace vectoriel de dimension finie, dimV =n . Alors:

(a) Tout systeme vectoriel avec plus de n vecteur est linéairement dépendant.
(b) Tout systeme a n vecteurs linéairement indépendants est une base de V.
(c) Tout systéme dont n le vecteur est un générateur de V est une base de V.

(d)Tout systeme linéaire indépendant du vecteur kpeut ajouter n-kvecteur pour étre la base
de V.
Commentaire: A partir des propriétés (b), (c)si elles sont connues dimV = n, pour prouver

gu'un systeme n vectoriel est la base de V, il suffit de prouver que le systeme est
linéairement indépendant ou gu'il s'agit d'un systéme générateur.

1.5.43. Coordonnées du vecteur dans la base

o Définir

Donner V est un espace vectoriel ndimension (dimV =n) et o, ,,...,, st une base de V

Avec x eV, alors x ne peut s'écrire que sous la forme: x=a +a,a, +...+a,2,, 8 €Ll

L'ensemble des nombres (a,,a,,...,a,)s'appelle les coordonnées dexdans la base(«),

&
notation: X/(a):(apaz,---,an)ou [X]/(a): 3:2

a

n

o Matrice de changement de base
Dans I'espace vectoriel V pour 2 bases:

(a):a,0,,... 0,
(B): By Bosees By

Ensuite, les vecteurs g, S, ,..., 5, peuvent s'écrire de maniére unique:
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B=a,0 +a,a, .. +a,q,
B, =a0, +a,,a, +..+3,,a,

ail 21 nl

, a
Matrice; T,= a?z 22 n2
a1n a‘2n ann

Est a matrice convertie de la base (a)en ().

A partir de la définition, nous pouvons former une méthode solution pour la forme
mathématique:Trouvez la matrice qui convertit d'une base a une autre.

1.5.5. Espace sous-vectoriel

1.55.1. Définir

Un ensemble W = J d'espace vectoriel V sur [ est appelé un sous-espace vectoriel (ou
sous-espace) de V si W stable pour I'addition vectorielle et la multiplication scalaire sur V,
c'est-a-dire x+yeW et Ax €W pour tout x,y eW, A el . A partir de la définition de sous-
espace vectoriel, nous obtenons le résultat suivant.

1.55.2. Criteres des espaces sous-vectoriels

Soit W = Jun sous-ensemble de I'espace vectoriel V sur [J . Alors c'est W un sous-espace
de V si et seulement si x+ Ay eW;Vx,y eW,VAiell.

A partir de ce résultat, il est possible de former une méthode de résolution pour la forme
mathématique: Considérer si un ensemble donné est un sous-espace ou non.

1.55.3. Le nombre de dimensions du sous-espace

Concernant le nombre de dimensions du sous-espace vectoriel, on a le théoréme suivant:

Si U est un sous-espace vectoriel de V, alors dimU <dimV et dimU =dimV < U =V.
1.554. Certains des sous-espaces
o Sous-espace generé par un systeme vectoriel
Soit V un espace vectoriel, ¢, ,,..., r, un systeme vectoriel de V. On définit:

(@ @y, ={X =22y + 2y, +..+ 8,2, |3 €l } =V

(xeV < 3Ja el ix=auo +..+a,a,)
En utilisant le critére de sous-espace vectoriel, nous avons (,,a,,...,a,)un sous-espace
vectoriel de V. Ce sous-espace est appelé un sous-espace de V généré par le systéeme
vectoriel o, ..., ..
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D'aprés la définition, nous avons: «,,a,,...,«,est une génération du sous-espace vectoriel
(a,ay,...,at,). Donc, chaque sous-systéme linéairement indépendant au maximum d'un
systeme o, @t,, ..., ¢, €St un générateur,et est donc la base de I'espace sous-vectoriel

<a1,a2,...,an>.

A partir de ce résultat, nous allons construire une méthode de résolution pour la forme
mathématique:Trouver la base et la dimension du sous-espace généré par un systéme
vectoriel.

o Sous-espace de solutions d'un systeme d'équations linéaires homogénes

Soit un systeme d'équations linéaires homogeénes:

8y X +8,X, +..+ 8, X, =0
A, X +8,,X, +...+3,,X, =0

700 ()

a X +a X +.+a.,.X =0
Chaque solution du systeme d'équations (I) peut étre considérée comme un vecteur dans
I'espace [1". En utilisant des critéres de sous-espace vectoriel, prouver que lI'ensemble des
solutions du systeme d'équations (1) est un sous-espace vectoriel de [1". Ce sous-espace est
appelé le sous-espace des solutions du systeme d'équations (1).
Ainsi, il est nécessaire d'étudier la méthode de résolution de la forme mathématique:
Trouver la base et le nombre de dimensions du sous-espace racine d'un systéme d'équations
linéaires homogeénes.
Si A est un sous-espace vectoriel de I'espace 1", alors A peut étre considéré comme
I'espace des solutions d'un systéme d'équations linéaires homogénes a n quelques
inconnues.

Prouver. Supposons a,,a,,...,a,étre la base de A, puis A=(e,a,,....a,).Un vecteur
x=(a,,a,,..,a,) € Asi et seulement si I'équation vectorielle x=xa, +...+ X, o, (X €l )a
une solution, si et seulement si x:(al,az,...,an)c'est une solution d'un systéme homogene

d'équations linéaires.

Ce résultat, comme base pour former une méethode de résolution mathématique: Trouver les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un vecteur appartienne a un sous-espace
généré par un systéme vectoriel.

o Espace d'intersection et espace total

En utilisant des critéres d'espace sous-vectoriel, nous pouvons prouver les résultats

suivants:
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- Si A et B sont des sous-espaces vectoriels de V, alors AnB c'est un sous-espace

vectoriel de V.

En géneéral, l'intersection d'une famille arbitraire de sous-espaces vectoriels de V est un

sous-espace vectoriel de V.

- Soient A, B des sous-espaces vectoriels de V, on definit:
A+B={x=a+placA BeB}lcV
(XeA+B<:>X=a+ﬁ;aeA,ﬁe B)

Alors, A + B est un sous-espace de V appelé I'espace somme des sous-espaces A et B.

Commentaire:

Soient A et B des sous-espaces vectoriels de V. Si A=(a,,,....,),B=(B.5,,... B,)
alors: A+B=(a,....a,, B, B,)-

Prouver.

Car Ac A+B, Bc A+B, déduire a;, B; € A+B.

Donc, on a: (..., 2y, B, B,) = A+B.(1)

Inversement, si xe A+Balors x=y+z,0uye A zeB.

yeA=y=ao+..+a,a,,2eB=2z=bg +..+b g (avec a,b, €[l )

Ainsi: x=y+z=ao +..+a,a, +b B +..+b B (e, ...ap, B )

Alors: A+Bc(ay,....ctp, By ). (2)

De (1) et (2), déduire: A+ B =(ct, ..., B,-s B,)-

Ainsi: Si A=(a,a,,....0,),B=(f,, B,,.... 5,) &lors a,...,a,, B,,.... B, €st un générateur de

A+Bet donc un sous-systeme linéairement indépendant du systeme vectoriel
ey By, B, QUi €St @ la base de A+B.

A partir des résultats ci-dessus peut étre formé une méthode de résolution pour la forme
mathématique: Trouver la base et le nombre de dimensions des sous-espaces d'intersection
et de somme.

Commentaire: Sur la base des connaissances de base sur les espaces vectoriels, nous
proposons les méthodes de résolution de problémes suivantes a étudier :

- Démontrer qu'un vecteur est une combinaison linéaire d'un systéeme (fini) donné de
vecteurs.

- Prouver gu'un systeme (fini) de vecteurs est linéairement indépendant ou linéairement

dépendant.
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- Trouvez le sous-systeme linéairement indépendant maximal d'un systéme vectoriel.

- Trouvez la matrice qui convertit d'une base a une autre.

- Consideérez si un ensemble donné est un sous-espace ou non.

- Trouver la base et la dimension du sous-espace généeré par un systéme vectoriel.

- Trouver la base et la dimension du sous-espace racine d'un systeme d'équations
linéaires homogeénes.

- Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un vecteur appartienne a un
sous-espace généré par un systeme vectoriel.

- Trouvez la base et le nombre de dimensions des sous-espaces d'intersection et de
somme.

1.6. L’application linéaire

1.6.1. Définir

Donnez V et Usont deux espaces vectoriels.

Une application f :V — U est dite une application linéaire si f les deux propriétés suivantes

sont satisfaites:

(i)Pourtous x,y eV : f (x+y)=f(x)+f(y)

(i) Pourtous A ell,xeV : f (Ax)=Af(x)

Une application linéaire f :V —V est appelée une transformation linéaire de V.

Commentaire: De la définition ci-dessus, nous avons les résultats suivants:
Donnez V et Usont deux espaces vectoriels.

L'application f :V — U est une application linéaire si et seulement si pour tout x, y €V ,pour
tous A, uell i f(Ax+puy)=Af (X)+uf(y) (*)
Prouver.
- Supposons qu'il f s'agit d'une application linéaire.
Alors, pour tout x,y eV, pourtout A, <[] ona:
f (Ax+uy)=f(Ax)+ f (uy) (ala définition de(i))
=Af (x)+uf (y)(aladéfinition de(ii))
- Supposer f satisfaire (*), on a:
Avec A= p=1nousavons (i): f(x+y)=f(x)+f(y)
Avec A =2, =0,nous avons (ii): f (Ax)=Af(x)

Ainsi, a partir de ce résultat, il est possible de construire une méthode de résolution pour une

forme mathématique typique: Prouver qu'une application donnée est linéaire (ou non linéaire).
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1.6.2. Les proprietés de base de I’application linéaire

Soit U, V des espaces vectoriels, et f :V — U soit une application linéaire. Ensuite nous
avons:

. f(0,)=0y, f(—a)=—f (), pour tout a €V.

. Sil a,a,,...,a,sagit dun systeme lineairement dépendant dans V alors
f(a), f(a,),... f(a,)un systéme linéairement dépendant dans U.

o rang{e,a,...a,}2rang{f (), f(a,),... f(a,)}. Pourtous o, c,,... a, €V

1.6.3. Théoréme fondamental de I’application linéaire

Soit V un espace vectoriel ndimension (dimV = n),(«):a,a,,...,a, qui est une base
arbitraire de V. U un espace vectoriel arbitraire et £, f,,..., f,d'un systeme vectoriel
arbitraire de U. Alors, il n'existe qu'une seule application linaire f qui satisfait f (¢; )= 4,

toutesi=1,2,3,....n.
Prouver.

Pour tout x eV, existence a,,a,,...,a, €l telle que x=a,¢, +a,, +...+a.a,.

Nous construisons 1’application f comme suit:

f:vV-oU
x> f(X)=a8 +a,B,+..+a,5,
- Montrer gu'il f s'agit d'une application linéaire

Supposons: x=Y aa; €V, y=> ba; €V.Alors pour tout A, uel] , ona:
i=1

i=1

i=1 i=1

f(Ax+uy)=f {Zn:(lai + b )ai} = Zn:(/lai +ub)B

:ﬁ(gaibij+ﬂ(gbi,6’i)= Af(x)+uf(y)

Donc: f est une application linéaire.

- Prouver l'unicité

Supposons qu'il existe une application linéaire g:V —U telle que g(¢; )=/ pour tout

n
i=1,2,...,n. Alors: pour tout x =Y a; €V, nous avons:
i=1

0= Laa |-Sas(a) -Fan -1
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Ainsi: g = f.

De ce théoreme, on voit qu'une application parfaitement linéaire est déterminée lorsque
I'image d'une base est connue. Par conséquent, sur la base du contenu du théoreme, il est
possible de construire une méthode de résolution pour une forme mathématique typique:
Déterminer I'expression d'une application linéaire en connaissant I'image d'une base a
travers cette application.

1.6.4. Matrice d’une application linéaire

o Définir.

Soient V et Udes espaces vectoriels, o, a,,..., (a)qui sont les bases de V,

BBy B (B) est la base de U. Parce que f(g;)eU, donc f(e;)on peut I'exprimer

linéairement a travers la base (),on a:

f (0(1) =ay B +a,f,+..+a,pb,

f (0‘2) =aufB +ayp, +..+3,,h,

f (an ) =aufB +a,h+..+a, b,

a'll aZl anl

. a, .. a
Matrice A= a.iz z "
aim aZm e anm

Est appelée la matrice de f dans la paire de bases(«),(3)et le symbole est Af,(am. Cas

particulier, lorsque f est une transformation linéaire de V, f :V >V et (8)=(«)alors la
matrice de f dans la paire de bases («),(«)est appelée la matrice de f dans la base («)et
est notee A, o

A partir du contenu de la définition ci-dessus, il est possible de former une méthode de
résolution pour une forme mathématique typique: Trouver la matrice d'une application
linéaire dans une paire de bases donnée.

1.6.5. Coordonner I'expression de I’application linéaire

Soient U, V des espaces vectoriels, et o, a,,...,a, (), B, B> B, (B) sont les bases de V

et U, soit f :VV —U sont des applications linéaires, respectivement.

A=A, est la matrice de f dans la paire de bases(a),(B). Pour tout vecteur xeV,
SUpPOSONS: X/, = (X, Xprees %, )y T (X) /5 = (Y2 Varoos Vi)
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Ensuite, nous avons la formule suivante appelée I'expression coordonnée de I'application

lineaire f :
Y1 X
AN
Y X

Si nous signons [X]/(,,) est les coordonnées du vecteur dans la x base («)colonnaire, alors
la formule ci-dessus est réécrite comme suit: [ f (x) ]/, = A, [x]/,
Le cas particulier, lorsqu'il f :V —V s'agit d'une transformation linéaire, «,,a,,...,, (a)

estlabasede V,ona: [ f(x)]/,=A, [X]/.,

1.6.6. Noyau et image de ’application linéaire

Soit V, U des espaces vectoriels, f :V —U qui est une application linéaire.

e  Symbole: Kerf ={xeV|f(x)=0}cV

Ensuite, sur la base du critére de sous-espace vectoriel, nous pouvons prouver ker f que le
sous-espace vectoriel de V est appelé la noyau de I'application linéaire f .

. La notation: Im f :{f (x)\x ev} c U, Im f est aussi un sous-espace vectoriel de U,

appelé I'image de I'application linéaire f .
Commentaire:

a) Pour I’application linéaire f :V —>U .

Choisissez la base o, a,,...,a, (), B,, B, B, (B)de V et U.Ensuite, nous avons:

I:f (X):I/(ﬂ) = A L)) '[X]/(a)

0 0
DOI’]C,XEKerf<:>f(X)=0C>|:f(X)]/(ﬂ)= O @A_[X]/(a)z 0 (*)
0 0

Ainsi, x e Kerf si et seulement si les coordonnées de x dans la base () ([x]/(a))sont les
solutions d'un systeme d'équations lineaires homogenes (*) (avec A=A, o ). Ce résultat

est la base pour pouvoir construire une méthode de résolution pour une forme

mathématique typique: Trouver la base de Kerf.

b) Pour I’application linéaire f :V —U .
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Si oy, a,,...,a, la génération de V alors f (), f (,),.... f (&, ) la génération de Im f.

Prouver .

Pour tout y e Im f , existe xeVa y=f (x).

Parce que x €V donc exister a,,a,,...,a, €] pour x=a,¢ +a,a, +...+a,,.Alors:

y=f(x)=f(aa+..+aq,)=af(a)+..+a,f(a,)

Ainsi: f (&), f(@,),.... f (a,)la génération de Im f.

Donc, pour trouver la base de Imf, on trouve la base «,a,,...,a,de V, daprés la

remarque ci-dessus, Im f =(f (), f (a,)..... f (a,)).Donc,que le sous-systéme maximum

linéairement indépendant du systéme f (c,), f (,),..., f (o, ) est la base de Im f . A partir

de ce résultat, une méthode de résolution du formulaire mathématique sera formée: Trouver

la base delm f.

Ainsi, a partir des deux commentaires ci-dessus, une méthode de résolution pour la forme

mathématique typique sera formeée:Trouvez la base et la dimensionnalité du noyau et de

l'image d’une application linéaire.

1.7.  Vecteurs propres, valeurs propres des matricielles et transformations linéaires

1.7.1. Vecteurs propres, valeurs propres de la matrice

Soit A une matrice carrée d'ordre n (Ae M, (U )):

8, a, .. &,
a'21 a22 a‘2n
anl anZ ann
Alors:
a, -1 a; a,
A 4 i 8y Ay —A .. 8yn
« Polyndmes de degré nde variables : P, (1) =det(A—41)=| . :
a, a, .. a,—4
=(-1)"A"+a, A"+ ad +a
Appelons-le le polyndme caractéristique de la matrice A. La-dedans, | = Iyest la matrice

d'unité d’ordre n.

Solutions réelles de polynémes caractéristiques P, (1) est appelée la valeur propre de

la matrice A .
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o Si A, est une valeur propre de A, alors det(A—ﬂOI)zo. Le systeme d'équations est

homogeéne:

Il existe a une infinité solutions.
- L'espace des solutions du systeme d'équations (1) est appelé sous-espace propre de la

matrice Acorrespondant aux valeurs propres 4.

- Les vecteurs non nuls solutions du systéme d'équations (1) sont appelés vecteurs propres

de la matrice A correspondant aux valeurs propres A,.

- Les vecteurs formant une base de I'espace propre (c'est-a-dire les vecteurs formant la
solution de base du systeme d'équations (1)) sont appelés vecteurs propres linéairement

indépendants correspondant aux valeurs propres A,.

A partir des concepts de base ci-dessus, nous nous rendons compte de la nécessité d'étudier
la méthode de résolution pour la forme mathématique typique suivante:Trouver des
polynbmes caractéristiques, des valeurs propres, des vecteurs propres, des sous-espaces
propres d'une matrice.

1.7.2. Probléme de croisement de matriciel

1.7.2.1. Matrice de similarité

- Soient A, B des matrices carrées d'ordre n. On dit A semblable & B, Noté Al Bs'il
existe une matrice carrée Td'ordre n, detT = Otelle que B =T AT.

- La relation de similarité préserve de nombreuses propriétés de la matrice, par

exemple, si Al B, detA = detB, rangA=rangB, P,(1)=P;(4), valeurs propres de A et B

sont les mémes.

1.7.2.2. Croisement matriciel

o Définir.

Soit A une matrice carrée d'ordre n. On dit qu'une matrice A est diagonalisable si A est
semblable a une matrice diagonale. Ainsi, la matrice A est diagonalisable s'il existe une
matrice carrée T d'ordre n, detT = Otelle qu'elle TTAT s’agit d’un matrice diagonale.
Diagonaliser la matrice A c'est-a-dire trouver la matrice carrée Td'ordre n etdetT =0de
sorte qu'il TAT s'agit d'une matrice diagonale.

o La signification du croisement matriciel
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Si la matrice A est diagonalisable, alors I'étude des propriétés (conservation par des
relations de similarité) de la matrice A conduit & I'étude de ces propriétés sur une matrice
diagonale et donc le probléme devient plus simple.

Il est utile d'étudier la forme mathématique typique: Diagonalisation d'une matrice.La
construction de la méthode de résolution pour ce type de mathématiques est basée sur le
contenu du théoreme suivant.

o Théoreme: (Condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice carrée soit
diagonalisée)

La matrice A est un carré d'ordre n, diagonaliser si et seulement si A, a suffisamment n de

Kk
vecteurs propres linéairement indépendants, si et seulement s'il Zdimvﬂi:n,ou
i=1

A, Ay, A atoutes les valeurs propres de A.

1.7.3. Vecteurs propres, valeurs propres de transformation linéaire
1.7.3.1. Définir
Soit V un espace vectoriel, f :V —V qui est une transformation linéaire de V. Si nous

avons f (a)=Aaavec a €V est un vecteur non nul et 4 ] alors « on l'appelle le vecteur

propre de f correspondant a la valeur propre A.

1.7.3.2. Les valeurs propres, vecteurs propres de la transformation linéaire
Soit V un espace vectoriel ndimension (dimV = n) et f :V —V soit une transformation

linaire. Supposons que(U ):uy,u,,...,u, est la base de V et A= Af,(u)est la matrice de f
dans la base (U) . On a I' expression coordonnée f suivante:
[f (“)J/(u) = A[“]/(u) (*)
Si « c'est un vecteur propre de f correspondant a la valeur propre 4, , alors f («) = A,a.De
(*) nous avons: 4,.[@]/ , = Ale]/

Donc: [A=At][e]/ ) =0 (**)
Puisque le vecteur « est non nul, déduire le systétme d'équations (**) a une solution non

nulle si et seulement si c'est det[ A—A4,1]=0< A, une valeur propre de A.

On a donc le résultat suivant: 4, est la valeur propre de f si et seulement si A, est la valeur
propre de la matrice A= Af,(u). a €V est le vecteur propre de f correspondant a la valeur
propre 4, si et seulement si [a]/(u)est le vecteur propre de A correspondant a la valeur

propre A, .
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Ainsi, pour étudier une transformation linéaire f :V —V , on peut se réferer a I'étude de la
matrice de f . Cela conduit a la nécessité de trouver la base pour que la matrice de f dans

cette base soit une matrice diagonale (qui est une matrice simple, facile a étudier). Ainsi,
une forme mathématique typique qui doit étre étudiee est: Trouver la base de V de sorte
que la matrice de f dans cette base soit une matrice diagonale. La construction de la
méthode de résolution pour ce type de mathématiques est basée sur les résultats démontrés
ci-dessus.

Commentaire: Sur la base des connaissances de base sur I’application linéaire, nous
proposons la nécessité d'étudier les formes mathématiques typiques suivantes et les
méthodes correspondantes pour les résoudre.

- Prouver si une application donnée est linéaire ou non.

- Déterminer I'expression d'une application linéaire lorsque I'image d'une base a travers
cette application est connue.

- Trouver la matrice d'une application linéaire dans une paire de bases donnée.

- Trouvez la base et la dimensionnalité du noyau et de l'image d’une application
linéaire.

- Trouver des polyndmes caractéristiques, des valeurs propres, des vecteurs propres, des
sous-espaces propres d'une matrice.

- Diagonaliser une matrice.

- Trouver une base telle que la matrice d'une transformation linéaire dans cette base soit
la matrice diagonale .

Conclusion chapitre 1.

A la suite de la recherche sur des sujets mathématiques dans le domaine de l'algébre
linéaire: matrice, déterminant, systéme d'équations linéaires, espace vectoriel, application
linaire, vecteurs propres, valeurs propres matricielles et transformations linéaires.

Nous avons montreé les formes mathématiques typiques qui doivent étre étudiees la méthode
de résolution, comme mentionné ci-dessus. Les méthodes de résolution de problemes

appropriées pour chaque type de mathématiques seront détaillées au chapitre 2.
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Chapitre 2. QUELQUES TYPES TYPIQUES DE MATHEMATIQUES ET DE
METHODES DE RESOLUTION
Objectifs du chapitre

Dans ce chapitre, nous détaillons les types typiques de mathématiques proposes au chapitre
1, ainsi que les solutions correspondantes et les problémes illustrés. A partir de 13, il
répondra a la question 2: Comment sont présentées les méthodes proposées pour résoudre
des problémes mathématiques typiques?

Les connaissances présenteées dans le chapitre sont référencées dans les documents:

[8]. [15], [17], [18], [20], [23], [24], [25], [26]. [27], [28], [29].

2.1. Déterminant

2.1.1. Déterminer le déterminant en développant par ligne (ou colonne)

2.1.1.1. Méthode de résolution

° Pour les déterminants d'ordre 3, la régle de Sarrus peut étre utilisée pour calculer.

8, a, ay
Soit matrice A=la, a, a,
8 Ay Ay

Pour calculer detA nous enregistrons la premiére colonne et la deuxieme colonne a droite
de la troisieme colonne de A. Alors det A est égal a la somme des produits des éléments sur
les “diagonale principale” moins la somme des produits sur les “diagonales auxiliaire”
comme dans le schéma suivant:

all a12 a13 ail a12

aZl a22 a‘23 a'21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

Nous avons: det A = Q1897833 + 8,838, + A58 85 — 838,,85 — 3,838, — 8,8 8s;-

° Déterminer le déterminant en développant par ligne (ou colonne)

Lorsque vous voyez une ligne (ou une colonne) d'un déterminant avec plus d'un zéro, vous
devez développer le déterminant par cette ligne (ou colonne), en utilisant la formule (1) (ou
(2)) suivante:

Soit A = (aij )nune matrice carrée d'ordre n (n22). Appelée S; la matrice d'ordre n-1
obtenue a partir de la matrice A en supprimant des lignes i et des colonnes j,

M, =det S,, A, =(~1)"’ M, . Ensuite nous avons:

(2): detA:JZ:laijA“, i=1n;
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(2): detA= Sa;A, j=1n.
i=1

2.1.1.2. Probléme mathématique illustré
3 -5 1 4
R , . 2 0 -1 O

° Probleme 1. Calculer le déterminant D =
6 3 0 -2
1 1 4 2

SOLUTIONS.
Sachant que la deuxiéme ligne comporte de nombreux zeéros, il est plus pratique de

développer le selon de cette ligne.

D=2A, +0.A, +(-1) Ay +0.A,, = 2.(<1)"" M, +(-1)(=1)"" My, = —2M,, + M,

-5 1 4
Mais:M,, =3 0 -2/=-5.0.2+1.(-2).1+4.3.4-4.0.1-(-5).(-2).4-1.3.2=0
1 4 2
3 5 4
M,,=l6 3 -2/=3.3.2.+(-5).(-2).1+4.6.1-3.(-2).1-(-5).6.2-4.3.1=106
1 1 2
Donc: D =106.

Commentaire: Nous pouvons également calculer des déterminants d’ordre 3 par

développement de lignes ou de colonnes. Par exemple, pour M, il est possible de

développer par les éléments de la deuxiéme colonne:

+ 3 _2 3+2 _5 4
M, =1.(-1)"" +4.(-1 =0
21 ( ) 1 2 ( ) 3 _2
1 x x-1 x+2
. , , ) 0 0 X¥-1 0
U Probléme 2. Résoudre I'équation =0
x 1 X X—2
0 0 xX°+1 X

SOLUTIONS.
En développant le déterminant selon de la deuxieme ligne, nous obtenons:

1 x x+2
(-1 (x*-1))x 1 x-2
O O XlOO

En développant le déterminant selon de la troisieme ligne, nous obtenons:

1 x

(1_ XZ).X100 .1

_ (1_ X2 )2 100
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N . _ . 2
Donc, I'équation donnée est équivalente a: (1— x2) X®=0<x=0o0u x==+1.

2.1.2. Détermination du déterminant a I'aide de transformations élémentaires

2.1.2.1. Méthode de résolution

En utilisant des transformations élémentaires, nous pouvons rendre le déterminant plus
facile a calculer, par exemple, faire apparaitre certaines lignes (ou colonnes) du déterminant
avec plusieurs zéros, puis appliquer la formule d'expansion du déterminant en fonction de
ces lignes (ou colonnes). En particulier, il est possible de transformer pour amener le

déterminant a la forme d'un triangle, en utilisant la formule suivante obtiendra le résultat.

& 2 . oA, fa 0 .. 0
0 a, .. &, |8; &, .. O

= = &;8p--8y,
0O 0 .. a, &, &, - a,

Les transformations élémentaires de lignes (ou de colonnes) déterminantes les plus
couramment utilisées sont:

- Echangez deux lignes (ou colonnes) du déterminant et changez le signe du
déterminant.

- Prend un facteur commun d'une ligne (ou d'une colonne) en dehors du déterminant.

- Multipliez une ligne (une colonne) par n'importe quel nombre, puis ajoutez a une
autre ligne (une autre colonne).

2.1.2.2. Probléme mathématique illustré

° Probléme 1. Calculer les déterminants

1 2 3 n
-1 6 -5 9
-1 0 3 n
2 -11 13 4
a) A= b)B=-1 -2 0 .. n

-4 22 -25 30
0 2 8 -7

SOLUTIONS.
-1 6 5 9 -16 5 9| |16 -5 9
@o 1 3 220 1 3 22|60 1 3 22
a)A= = = =(-1).1.1.(-127) =127
o 2 5 -6 |0 0 1 38/ |0 0 1 38
o 2 8 -7 /0 0 2 -5 |0 0O O -127
Expliquer:

(1): Multipliez la premiére ligne par 2, -4, puis ajoutez respectivement aux deuxiéme et

troisieme lignes.
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(2): Multipliez la deuxieme ligne par 2, -2, puis ajoutez respectivement aux troisieme et
quatrieme lignes.

(3): Multipliez la troisieme ligne par -2, puis ajoutez a la quatrieme ligne.

b) Prenez la premiere ligne et additionnez toutes les lignes restantes, nous obtenons:

1 2 3 .. n

2 6 .. 2n
B=|0 0 3 .. 2n/=1.23..n=n!

a®> (a+l) (a+2)" (a+3)
b> (b+1)’ (b+2)° (b+3)
e Probleme 2. Prouver (b+ )2 (b )2 (o )2 =0
c® (c+1) (c+2) (c+3)
d> (d+1)° (d+2)° (d+3)

SOLUTIONS.
a® (a+l)’ (a+2)” (a+3)’| |a® (a+l)’ 2a+3 6a+9
b> (b+1)" (b+2)° (b+3)|Wb* (b+1)" 20+3 80+9|(2
¢ (c+1)" (c+2)° (c+3)°| [¢® (c+1)° 2c+3 6c+9
d? (d+1)° (d+2)° (d+3)°| [d* (d+1)° 2d+3 6d+9

Expliquer:
(1): Multipliez la premiere colonne par -1, puis ajoutez a la quatrieme colonne, multipliez la
deuxieme colonne par -1, puis ajoutez a la troisieme colonne.

(2): Le déterminant a deux colonnes d'échelle.

e Probléme 3. Calcul des déterminants de l'ordre n(n>2):

a
b
b

o 9 O
L T T

a)A=|2 2 3 .. 2|b)B=

SOLUTIONS.
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1 2 2 2
" 2 ? 0 2 -2 -2
a) A=|0 “lo 0 1 2 |=(-2)(n-2)!
0 0 O n-2 |0 0 O n-2

Expliquer:
(1): Multipliez la deuxiéme ligne par -1, puis ajoutez aux lignes (3), (4), ..., (n).

(2): Multipliez la premiere ligne par -2, puis ajoutez a la deuxieme ligne.

a+(n-1)b b b .. b a+(n-1)b b b .. b

(l)a+(n—1)b a b .. b @ 0 a-b 0 .. O

b) B=la+(n-1)b b a .. b|= 0 0 a-b .. 0
a+(n-1)b b b .. a 0 0 0 .. a-b

=(a+(n—1)b)(a—b)”71.

Expliquer:

(1): Additionnez toutes les colonnes (2), (3),..., (n)a la premiére colonne.

(2): Multipliez la premiere ligne par -1, puis ajoutez aux deuxiémes lignes (2), (3), ..., (n).

2.1.3. Déterminer le déterminant en représentant le déterminant comme une somme
de déterminants

2.1.3.1. Méthode de résolution

Exprimer les déterminants sous forme de sommes de déterminants est plus facile a calculer,

en s'appuyant sur les propriétés suivantes:

Soit A une matrice carrée d'ordre n sur [ et supposons qu'une lignei (lsiSn)de A

posséde la propriété a; = Aa; + uay, j =1 n. Ensuite nous avons:

det A=|la, +pa, Aa,+upa, .. Aa,+pa,

=Ala, a, . q|tula;, a, .

Dans lequel, les lignes restantes des trois déterminants des deux c6tés sont exactement les
mémes et sont N —1la ligne restante de A. Nous avons le méme résultat pour la colonne.

2.1.3.2. Probleme mathématique illustré
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0O 1 1 1 1 1
x a 0 0 0 0
. . X, X, a, 0 0 O
Calculer le déterminant A =
X; X3 X3 &y 0 0
Xn Xn Xn Xn xn an

SOLUTIONS.

Ecrivez la premiére colonne du déterminant sous la forme:1-1,x, +0, X, +0, X, +0,...,x, +0.

1 1 1 1 1) -1 1 1 1
x a 0 0 0| |0 & O 0
A =X X, a, 0 0[+/0 x, a, 0
X, X, X, X, a| |0 X, X, X, a,

Dans le premier déterminant, soustrayez chaque colonne de la deuxiéme colonne de la

colonne précédente et développez le déterminant de la premiére ligne, nous obtenons:
(% —a)(x,—,)-.(x,—a,)

En developpant le second déterminant selon la premiére colonne, on obtient: —a,a,...a,

Ainsi: A =(x-a)(%-3,)..(X -3 )-a3,.a,

2.1.4. Détermination du déterminant par la méthode de représentation du

déterminant en tant que produit de déterminants

2.14.1.

Supposons que vous deviez calculer le déterminant D d'ordre n. Nous représentons la

Méthode de résolution

matrice correspondante A du D sous la forme produit desmatrices carrées d'ordre n plus
simple: A = B.C. Nous avons: D = detA = det (B.C) = detB. detC. Avec detB, detC des
déterminants facilement calculables. A partir de 13, on peut calculer D.

2.14.2. Probleme mathématique illustré

e Probléme 1. Calcul du déterminant de I'ordre n(n>2):

1+xy, 1+xy, 1+xY,
D 1+xy, 1+XxY, 1+X,Y,
1+Xxy, 1+X.Y, 1+X,Y,

SOLUTIONS.
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Avec n>2, nous avons:

1+xy, 1+xy 1+xy % 0 opt 1 1
1+ X yl 1+ X y2 1+ X yn X 0 Ol v, Vi
A= 2o S 200 = x, 0 010 0 0
1+X 1+X o 14X
i Y2 Y 1 x, 0 0jl0 O 0
B C

Ainsi: D =det A=detB.detC.
D=0sin>2; D=(x,—x)(y,—Y,)si N=2

e Probléme 2. Calcul du déterminant de I'ordre n(n>2):

sin2;,  sin(ay+a,) ... sin(a+a,)
sin(a, +a,)  sin2a, .. sin(a,+a,)
sin(e, +a,) sin(a, +a,) ... sin 2,
SOLUTIONS.
Avec n>2, nous avons:
sin2a,  sin(ey+a,) .. sin(e+a,)
sin(a, +o)  sin2a, ... sin(a,+a,)
sin(e, +a) sin(a, +a,) ..  sin2a,
[sing, cose;, O .. O][cose, cosa, .. cose, |
sina, cosa, 0 .. O/ sing, sina, .. sing,
=(sina; cosa; O .. O 0 0 0
'sine, cosa, O .. O O o .. 0 |
B C
Ainsi: D =det A=detB.detC

D=0sin>2; D=-sin’(a, —a,)si N=2

2.1.5. Déterminer le déterminant par induction

2.15.1. Méthode de résolution

Appliquez les propriétés des déterminants, des transformations ou des développements de
déterminants par ligne ou par colonne pour représenter le déterminant a calculer sur des
déterminants d'ordre inférieur de la méme forme. De la, nous obtiendrons la formule

récursive.
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Utilisez la formule de récurrence et calculez directement des déterminants de méme forme
d’ordre 1, d’ordre 2, ..., pour en déduire le déterminant a calculer.

2.15.2. Probléme mathématique illustré

53 00 .. 00
2530 ..00

, . 0 253 ..00
Calculer le déterminant D = S ) .o

SOLUTIONS.
En développant le déterminant selon la premiere ligne, nous avons:

0 00 .. 53
0 00 .. 25

En développant le déterminant selon la premiere colonne, nous avons la formule de

récurrence:

D,=5D,,-6D,,(*) (n=3)
A partir de (*) nous avons: D, —2D, , =3(D,,-2D, ,)
Comme la formule est vraie pour tout n>3, on a:
D,-2D,,=3(D,,-2D,,)=3%(D,,-2D,,)=..=3"%(D,-2D,)
En calculant directement, nous avons: D, =19, D, =5déduire D, —2D, =9
Ainsi: D,-2D,,=3"(1)
Dautre part, également a partir de la formule (*), nous avons: D, 3D, , =2(D,, 3D, ,)
Comme ci-dessus, nous avons:
D,-3D,,=2(D,,-3D,,)= 2° (D,,—3D,;)=...= 2" (D,-3D,)=2"
Ainsi: D,-3D,,=2" (2)
De (1) et (2) déduire: D, =3" -2,
2.2. Rang de la matrice

2.2.1. Trouver le rang d'une matrice a I'aide du déterminant
2.2.1.1. Méthode de résolution
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De la définition du rang de la matrice, on peut immediatement déduire I'algorithme suivant
pour trouver le rang de la matrice A d'ordre mxn (A= O).

Etape 1: Trouvez un sous-déterminateur d’ordre k non nul de A, k plus le nombre est grand,
mieux c'est. Supposons que le sous-déterminateur d’ordre k non nul est D, .

Etape 2:Considérez tous les sous-déterminateur d’ordre k+1 de A qui contiennent le

déterminant D, . Les 3 possibilités suivantes se présentent:

- Il n'existe pas un sous- déterminateur d’ordre k+1 de A. Cette possibilité se produit si
et seulement si k =min{m,n} . Ensuite, rang A=k =min{m,n} . Algorithm se termine.

- Tous les sous-déterminateur d’ordre k+1 de A contenant le sous-déterminateur D, sont
0. Alors rangA =k . L'algorithme se termine.

- Il existe un sous-déterminateur d’ordre k+1 de A qui D, contient un D, sous-
déterminateur non nul, puis répetez I'étape 2 avec a la D, ,place D,. Et ainsi de suite

jusqu'a ce que le premier ou le deuxiéme cas se produise, puis I'algorithme se termine.
2.2.1.2. Probléeme mathématique illustré

Trouver le rang de la matrice

R W kN
R w N
o N -
[ S TR 0 R S

SOLUTIONS.

On voit que A a un sous-déterminateur d’ordre 2, D, :‘ 1

2
1‘ =3#0(Ce déterminant est

composeé des 2 premiéres lignes et des 2 premieres colonnes de A)

En considérant les sous-déterminants d’ordre 3 de A contenant D,, on voit qu'il existe un

1 21
sous-déterminant d’ordre 3 non nul qui est le déterminantD,=|-1 1 1j=1+0(Ce
1 3 2

déterminant est compose des lignes (1), (2), (3), des colonnes (1), (2), (4) de A). En

continuant a considérer les sous-déterminants d’ordre 4 de A contenant D,, il y a, 2 de ces

déterminants en tout:
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D4,1 =

R oW RN
oON B P
PN ow N

2
1
3
1

P W DN

Ces deux determinants sont égaux a 0. Donc, rangA = 3.

Commentaire:Trouver le rang d'une matrice a I'aide du déterminant ci-dessus doit étre
assez compliqueé, on peut donc utiliser la méthode de trouver le rang de la matrice par les
transformations élémentaires suivantes.

2.2.2. Trouver le rang d'une matrice en utilisant des transformations élémentaires
2.2.2.1. Meéthode de résolution

e Les trois transformations suivantes sont appelées transformations élémentaires sur les
lignes de la matrice:

- Enéchangeant les deux lignes.

- Multiplier une ligne par un nombre non nul.

- Multipliez une ligne par n'importe quel nombre, puis ajoutez une autre ligne.

De méme, en remplacant les lignes par des colonnes, nous avons trois transformations

élémentaires sur les colonnes de la matrice.

e Le contenu de cette méthode repose sur les deux constats suivants:

(1) Les transformations élémentaires ne changent pas le rang de la matrice.

(2) Toute matrice non nulle peut étre convertir une matrice en sa forme échelle aprées un

nombre fini de transformations élémentaires sur la ligne.
Voici un algorithme pour convertir une matrice en sa forme échelle par des transformations

élémentaires:

a, &, .. q,

o _ a, a, .. a
Considérez la matrice A=| T 7 2
aml amz a‘mn

Etape 1:En échangeant les deux lignes (si nécessaire), nous pouvons toujours supposer

a, #0.

Multipliez la ligne (1) par % , puis ajoutez a la ligne (2),
1

Multipliez la ligne (1) par ﬁ, puis ajoutez a la ligne (3),

1



Multipliez la ligne (1) par ﬂ, puis ajoutez a la ligne (n).
1

&y 8 e e Ay

0 b, .. .. b,

On obtient la matrice A=l0 b, -
0 b, .. .. by]|

Remarque: Si toute la premigre colonne est zéro (a,, =0,a,, =0,...,a,, =0), nous pouvons

ignorer la premiere colonne et passer a I'étape 1 avec la colonne suivante.

b22 b2n
, o . S o N
Etape 2: Considérez la matrice B=| * . . .
bm2 bmn

Si B =0 ou B a une forme en échelle, alors c'est A une matrice en échelle, I'algorithme se

termine. Dans le cas contraire, répétez I'étape 1 pour la matrice B. Il convient de noter que
la matrice B a une ligne et une colonne de moins que la matrice A. Par conséquent, apres un
nombre fini d'étapes d'itération, B sera soit une matrice nulle soit une matrice en échelle.

Ensuite, l'algorithme se terminera.

e Meéthode pour trouver le rang d'une matrice a l'aide de transformations
élémentaires:

Pour trouver le rang de la matrice A, nous procédons comme suit:

- Utilisez l'algorithme ci-dessus pour amener la matrice A sous la forme d'échelle.

- Conclusion: le rang de la matrice A est égal au nombre de lignes non nulles de la
matrice en échelle.

2.2.2.2. Probleme mathématique illustré

0 1 3 4 6
. 1 -3 4 5 2
Trouver le rang de la matrice A=
-3 5 -2 3 -4
-2 3 5 6 4

SOLUTIONS.

1 3 4 5 2 1 3 4 5 2

@wo 1 3 4 6|®0 1 3 4 6
A—> -

-3 5 -2 -3 4 0 -4 10 12 2

-2 3 5 6 4 0 -3 13 16 8
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1 -3 4 5 2 1 3 4 5 2
®lo 1 3 4 6(®W0 1 3 4 6
- —

0 0 22 28 26 0 0 22 28 26

0 0 22 28 26 0O 0 0 0 O

Expliquer:

(1): En échangeant les premiére et deuxiéme lignes.

(2): Multipliez la premiére ligne par 3, puis ajoutez a la troisieme ligne. Multipliez la
premiére ligne par 2, puis ajoutez a la quatriéme ligne.

(3): Multipliez la deuxiéme ligne par 4, puis ajoutez a la troisieme ligne, multipliez la
deuxiéme ligne par 3, puis ajoutez a la quatrieme ligne.

(4): Multipliez la troisiéme ligne par (-1), puis ajoutez la quatrieme ligne.

Ainsi: rank A=3

2.3. Matrice inverse

2.3.1. Méthode pour trouver la matrice inverse par déterminant

2.3.1.1. Méthode de résolution

e  Complément algébrique d'un élément

a;, a,

. . p . a Ay P
Soit A une matrice carrée d'ordre n: A= :

anl an2 ann

Si nous supprimons les lignes i et les colonnes jde A, nous obtenons la sous-matrice d'ordre
n-1 de A, notée M. Alors, Aj =(-1)"idet M;j; l'appelle le complément algébrique de
I'élément situé dans la ligne i colonnes j de la matrice A.

e  Meéthode pour trouver la matrice inverse de A

Soit A une matrice carrée d’ordre n pour trouver l'inverse de A, on fait ceci:

Etape 1:Calculer det A

Etape 2: Conclusion

- Si det A=0alors A n'est pas inversible (c'est-a-dire que A n'a pas de matrice inverse)

Al A AL
- Si det A=0alors A est inversible et calcule: P, = 'A:i? '6222 A\:nz

A, A, ... A,
L . L1
A partir de Ia, retrouvez: _ P,

det A
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2.3.1.2. Probleme mathématique illustré
1 21
Trouver l'inverse de la matrice A=|0 1 1
1 2 3
SOLUTIONS.
1 21
Nous avons: detA=[0 1 1/=2=0.Donc A est inversible
1 2 3
Trouver la matrice P,de A. Ona:
all 1 1210 1 130 1
=(-1)" =LA, =(-1 =LA, =(-1 =—
A= 3rA (U] Jera (o )
al2 1 22l 1 2afl 2
=(-1)*" =4 A =(-1 =2A,=(-1 =0
A=(-0)7, 5 Azz()ls‘ Ae=(17]
112 32|l as |l
=(-1)" J=1A,=(1 =LA, =(-1 =1
O A LR S W ST CE
1,1
1 -4 1 1 -4 1] |2 2
. 41 1 -1
Donc: P,=1 2 -1|.Ainsii A" ==1 2 -1|= 5 1 £
-1 0 1 -1 0 1 -1 1
L 2 2 |

Commentaire: Si nous utilisons le déterminant pour trouver l'inverse d'une matrice carrée
d'ordre n, nous devons calculer un déterminant d'ordre n et un n” déterminant d’ordre n-1.
Un tel calcul est assez compliqué lorsque n> 3. Par conséquent, nous appliquons souvent
cette méthode lorsque Nn<3. Lorsque N >3nous pouvons utiliser la méthode suivante.
2.3.2. La méthode pour trouver la matrice inverse en s'appuyant sur la
transformation élémentaire

2.3.2.1.

Pour trouver l'inverse d'une matrice carrée A d'ordre n, on procede comme suit:

Méthode de résolution

- Créer une matrice d’ordre Nx2n: [A| In:| (1, qui est la matrice d'unité d’ordre n)

a; a4, a, |1 0 0
T B
a, a, a, |0 0 1
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- Utilisez ensuite des transformations élémentaires sur la ligne pour remettre la matrice
[ All,, ]sous la forme[ 1 |B]
- Alors, B est la matrice inverse de A,B= A"

Remarque: Si dans le processus de transformation, nous voyons que le bloc de gauche

apparait une ligne composee uniquement de zéros, alors la matrice A n'est pas inversible.

2.3.2.2. Probléme mathématique illustré
0111
. . 1 011
Trouver l'inverse de la matrice A=
1 1 01
1 110
SOLUTIONS.
011 11 0 0 O 333 3|11111
1 01 1/01 0 O0/®|1 01 1|01 0O
[Al]= -
110 100 10 110 1|10 01 0
111 0/0 0 0 1 111 0|0 0 01
I 11 1 1]
r . 3 3 3 3
1111%%%%1111_12_1_1
(2 (3) — a2 q q
_)1 011 010 0 _)O 1 0 03 3 3 3
L10tho oo s doptd 2 o
: R S
L 3 3 3 3
I 2 1 1 1] | 2 1 1 1]
3 3 3 3 3 3 3 3
10 0 0] 2 -1 1 10007 2 1 1
M0 -1 0 0|2 23 2 =216 2 2 3 3
N 3 3 3 3 %0 1003 3 3 3
00 -1 0/1 -1 2 4700101 1 =21
0 0 0 -1/3 3 3 0 00 1|3 3 3 3
-1 -1 -1 2 11 1 =2
L 3 3 3 31 L 3 3 3 3

Expliquer:

(1): Ajoutez les deuxieme, troisieme et quatrieme lignes a la premiére ligne.
(2): Multipliez la premiere ligne par (%)

(3): Multipliez la premiere ligne par (-1), puis ajoutez les deuxieme, troisieme et quatrieme
lignes, respectivement.

(4): Ajoutez les deuxieme, troisieme et quatrieme lignes a la premiére ligne.
46



(5): Multipliez les deuxieme, troisieme et quatrieme lignes par (-1), respectivement.

2 1 1 1]
3 3 3 3
1 -2 1 1
Ainsi: At=| 3 3 3 3
1 1 -2 1
3 3 3 3
1 1 1 -2
'3 3 3 3

2.3.3. La méthode pour trouver la matrice inverse en résolvant le systeme d'équations
2.3.3.1. Méthode de résolution

a; &, ... &,
z ; . ST _ Ay Ap e Ay,
Etant donné une matrice carrée d'ordren, A=| oo :

anl anZ ann

Pour trouver la matrice inverse, A" nous procédons comme suit:

QX tapX, +o.+a, X, =Y,
A X 3K+t 3, X =Y, (2)

a X +a,X +..+a,X, =Y,

- Etablissez un systéme d'équations:

Ou X, X,,..., X, sont les inconnues, v,,Y,,..., Y, sont les paramétres.

- Sipour tous les parametres y,,Y,,..., ¥, , le systeme d'équations linéaires (2), a toujours

X1:b11y1+b12y2+---+b1nyn b, b, .. b

X2:b21y1+b22y2+"-+b2nyn b21 bzz b2n

une solution unique: alors: A™ =

Xn:bn1y1+bn2y2+"'+bnnyn bnl bnz bnn

- S'il existe y,,Y,,..., ¥, tel que le systéme d'équations linéaires (2) n'ait pas de solution

ou ait une infinité de solutions, alors la matrice A n'est pas inversible.

2.3.3.2. Probleme mathématique illustré
-1 1 1 1
. ) i 1 -1 1 1
e Probléme 1. Trouver l'inverse de la matrice A=
1 1 -1 1
1 1 1 -1

SOLUTIONS.
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X A%+ X+ X, =Y, (1)
(2)
X +X—X+X% =Y, (3)
(4)

N

s \ . . X=X+ X+ X =Y,
Considérons le systéme d'équations:

X +X+ X=X =Y,
En additionnant chaque coté de (1), (2), (3), (4), on obtient:
l *
X + X, + X, + X, :§(y1+y2+y3+y4) (*)
En soustrayant I'équation (*) pour (1), (2), (3), (4), nous obtenons:
1
X :Z(_y1+ Yo+ Y¥s+ y4)
1
X =7 (B Y2+ YatVa)
1
X3 :Z(y1+ Yo=Yt y4)

1
x4=z(y1+y2+y3—y4)

11 1 1
U A

Ainsi: ==
411 1 -1 1
1 1 1 1
al 11
R . ) 1 a1l 1
e Probléme 2. Trouver l'inverse de la matrice A=
1 1 al
1 1 1 a

SOLUTIONS.

—~
[EN
~—

ax, + X, +X,+X, =Y,

Xi+axX, + X+ X, =Y,

N
~

Mettre en place un systeme d'équations:
X+ X, X+ X, =Y,

—_~~ N~
w

X +X +X+ax, =Y,
En additionnant chaque cote de (1), (2), (3), (4) nous avons:
(a+3) (X +X+X+X, )=V, + YV, + V3 +Y, (%)

- Si a=-3, choisissez les paramétres Vv, V,,Y;, Y, pour que y,+VY,+Y,+Yy, #0. Alors

(*) na pas de solution, donc le systeme d'équations n'a pas de solution, donc A n'est pas

inversible.

- Si a#—-3alorsde (*) on a:
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1 **
X1+X2+X3+X4:m(yl+yz+Y3+y4) ( )

En prenant (1), (2), (3), (4) moins (**), on a:
1

(a-1)x, =m((a+2)y1—yz—y3—y4)

(a=1)x, =£(—yl+(a+2)yz—y3—y4)

(a_l)XB :i(_)ﬁ_yz +(a+2)y3_y4)
a+3

(a=1)x, =L(—y1—yz -y, +(a+2)y,)
a+3

+Si a=1choisissez les paramétres Y,,Y,,Y,, Y, pour que(a+2)y,—y,—Y,—Y, #0. Alors

le systeme d'équations n'a pas de solution, donc A n'est pas inversible.

+ Si a#1alors nous avons:

1
X1=m((a+2)yl—yz—ys—y4)
1
X, =m(—yﬁ(a+2)yz ~Ys—Y.)
1

X3 :m(_yl_yz"'(a"'z)ys_W)
1

X, = (a_l)(a+3)(—y1—yz ~Y;+(a+2)y,)
a+2 -1 -1 -1
Ainsi: Al= L -Loarz A A

(a-1)(a+3)| -1 -1 a+2 -1
-1 -1 -1 a+2
Résumé:
Si a=-3 ou a=1 alors la matrice A n'est pas inversible.
Sia=-3 et a=1 alors la matrice inverse A" est définie comme ci-dessus.
2.4, Systéme d'équations linéaires
2.4.1. Résoudre et argumenter un systeme d‘équations linéaires par la méthode de
transformation élémentaire
2.4.1.1. Méthode de résolution

e Le contenu de base de cette méthode est basé sur le théoreme important suivant

concernant la solution d'un systeme d'équations linéaires.
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X FapX, +..+a,X, =h
A, % +a,X, +...+3,,X, =D

R

Pour un systeme d'équations linéaires générales:
a, X +a.,X% +..+a,,X, =b,
A et Aest la matrice des coefficients et la matrice augmentée, respectivement. Alors:

- Sirang A<rang A, alors le systéme d'équations (1) n'a pas de solution.

- Sirang A =rang A= ralors le systtme de I'équation (1) a une solution. Suite:
+ Si r=nalors le systéme d'équations (1) a une solution unique.
+ Si r<nalors le systeme d'équations (1) a une infinité de solutions qui dépendent n—r

des parametres.
e  Algorithme pour résoudre un systeme d'équations linéaires
Faire une matrice augmentée A. Par des transformations élémentaires sur la ligne, la

matrice est transformée A en une forme d'échelle. La matrice échelle finale a la forme:

*

0 .. Cy v o e Gy ld
0 .. 0 o Gy v o o Gy | d,
A5C=0 .. 0 . o o € o GO |
0 0 0 0 |0
0 .. 0 .. 0 .. 0 .. 0]dn]

Le systéeme d'équations correspondant a la matrice C est équivalent au systeme d'équations
d'origine. Ainsi

- Slilexiste d; #0(r+1<i<m), alors le systtme n'a pas de solution.

- Sid,,,=d,.,,=..=d, =0, le systtme d'équations a une solution. Ensuite, les colonnes

i,i,,...,i, (les colonnes marquées d'un *) sont conservées a gauche et les colonnes

X, %, .- X sont les inconnues, tandis que les colonnes restantes se déplacent vers la droite,

i N

les inconnues X, correspondant a ces colonnes deviendront des parametres.

Donc, nous avons le n—r paramétre donné et le systéeme d'équations équivalent au systéme

d'équations:
—Cli1 Ci, - G |d, ( X, )_
0 ¢ - Cy |dy(%) 3)
L 0 0 Crir d" (Xk )_




Dans lequel d,(x)sont des fonctions linéaires de x.avec le k=#i,i,,...,i.. Systéme

d'équations (3) qui est un systeme d'équations triangulaires, nous pouvons facilement

résoudre par la méthode de substitution, c'est-a-dire en calculant a son tour x, X VX

r? Nr-1r0t
2.4.1.2. Probleme mathématique illustré
X, +2X, +2X, + % =1
. X . 2%, +4X, + X, +3%X, =3
e Reésoudre le systeme d'équations:
3X, +6X, +2X; +3X, + X, =m
X, +2X, + X+ X, =2m—8

SOLUTIONS.
1 20 2 1] 1 120 2 1 1
— 12 41 30| 3 |®0ooO0O1 -1 2| 1
A= -
36 2 31| m 0 02 -3 -2|{m-3
1 210 1|2m-8 0 01 -2 0|2m-9
120 2 1 1 120 2 1|1
@0 01 -1 -2 1 @0 01 -1 2|1
- -
0 00 -1 2| m-5 0 00 -1 2 |m-5
0 00 -1 2|2m-10 0 00 0O O0|m-5
Expliquer:

(1): Multipliez la premiére ligne par (-2) puis ajoutez a la deuxieme ligne, multipliez la
premiére ligne par (-3) puis ajoutez a la troisiéme ligne, multipliez la premiere ligne par (-
1) puis ajoutez a la quatrieme ligne.

(2): Multipliez la deuxieme ligne par (-2) puis ajoutez a la troisieme ligne, multipliez la
deuxieme ligne par (-1) puis ajoutez a la quatrieme ligne.

(3): Multipliez la troisieme ligne par (-1), puis ajoutez a la quatrieme ligne.

- Si m=5alors le systéme d'équations n'a pas de solution.

7 20 2 1)1

, NI |0 01T -1 21
- Si m=>5alors le systeme d'équations donné est équivalent a: 00 0 -1

000 0 010

Dans ce cas, le systeme d'équations a une infinité de solutions qui dépendent des deux

parametres X,et x.. En deplacant la colonne (2) et la colonne (5) vers la droite, le systeme

d'équations a la forme:
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X, +2X, =1-2X, — X, X, = 2X;
Xy — X, =14+ 2X; S X =X, +2% +1=4%,+1
—X, =—2X; X, =1-2X, — X, —2X, = —2X, —5X; +1

En résumé, dans ce cas, la solution du systeme d'équations est:

X, =—2a-5b+1

X, =a

X; =4b+1 (a,bell)
X, =2b

X, =Db

2.4.2. Résoudre et argumenter le systeme d'équations en utilisant la méthode des
déterminants

2.4.2.1. Méthode de résolution

Etant donné un systéme d'équations Ax = B avec A comme matrice carrée, pour résoudre et

argumenter ce systéeme d'équations, nous procédons comme sulit:

- Calculer D = det A et déterminants D, j =1n.

- Si D #0alors le systéme d'équations a une solution unique, calculée par la formule:

- SiD=0etexiste D; #0, j =1n, alors le systeme d'équations n'a pas de solution.

- SiD=0etD;=0,] =1,n, alors pas encore de conclusion. En substituant la valeur du

parameétre (dans ce cas) dans le systeme donné et en résolvant par la méthode de
transformation élémentaire, le systeme d'équations peut n'avoir aucune solution ou une
infinité de solutions.
2.4.2.2. Probleme mathématique illustré
Résolvez et argumentez le systéme d'équations suivant avec le parametre m:

mx, +X, +X, =1

X, +MX, +X; =M

2

X +X, +MX, =m

SOLUTIONS.
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1 1 1 1
m 1|=(m+2)(1-m)’; D,={m m 1 :(mz—l)(l—m);
1 m m? m

D=detA=

= = 3
|_\

m 1 m 1 1
D,=[1 m 1|=(1-m)’; D,=[1 m m|=(1-m)’ (m+1)".
1 m? m 1 1 m

Si m=—2et m=1lalors le systtme d'équations a solution unique est:

mel 1 (ml)
m+2" % m+2’ m+2

3

Si m=—-2alors D=0, D, =90, alors le systeme d'équations n'a pas de solution.
Si m=1alors D=D, =D, =D, =0, pas encore de conclusion. En substituant m=1dans le

systeme d'équations donné, on obtient:
X+ X, +X% =1
X + X, + X% =1.
X+ X, +X% =1
Ce systeme d'équations a une infinité de solutions qui dépendent de deux parametres:
X =1-X, — X,
X,, X, €l '
Commentaire: La méthode des déterminants est souvent utilisée dans certains problemes
lorsque le nombre d'équations est égal au nombre inconnu et est "assez petit". Le probleme

ci-dessus peut étre résolu par la méthode de transformation élémentaire comme suit:

m 1 1|1 1 1 mim
A=l1 m 1|m|>[1 m 1|m
1 1 m|m? m 1 1]1
1 1 m m? 1 1 m m?
-0 m=1 1-m [m-m°|—>|{0 m-1 1-m m-—m?
0 1-m 1-m’|1-m® 0 0 2-m-m’[l+m-m’>-m’

Nous avons:2—m-m? =(2+m)(1-m)

1111
- Si m=1alors le systtme d'équations devient A=|0 0 0|0
0 0 00
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rangA = rangz\=ldonc, le systéeme d'équations a une infinité de solutions qui dépendent de

X, =1-a-b
deux parametres X,, X,. La solution du systeme d'équations est: < x, =a a,bell
X; =Db
1 1 2|4
- Si m=-2alors, le systtme d'équations devient:{0 -3 3 |-6|.Le systéme
0 0 013

d’équation n’a pas de solution.

- Sim=1et m=-2 alors le systeme d'équations admet une unique solution:

Cl+m-m?-m® m?+2m+l (m+1)

X, = = =
> (2+m)(1-m) m+2 m+2
m? +2m+1 1
X, = Xy —M = -m=
m+ 2 m+2
X, =M% — X, —MX _-m-l
2 P m+2

2.5. Espace vectoriel

2.5.1. Prouver qu'un vecteur est une combinaison linéaire d'un systeme (fini) donné de
vecteurs

2.5.1.1. Méthode de résolution

Vecteuru eV est une combinaison linéaire de vecteurs u,u,,...,u. si et seulement si
I'équation Au, + AU, +...+ 4 u_=uaunesolution A,4,,..,A €l .

2.5.1.2. Probléme mathématique illustré

e Probléme 1. Dans (I *pour les vecteurs u, =(1,-2,3),u, =(0,1,-3)

a) Vecteur est-il u=(2,-3,3)une combinaison linéaire d'un systeme vectoriel u,,u, ?

b) Trouvez m pour v =(1,m,—3) combinaison linéaire du systéme vectoriel u,,u, .

SOLUTIONS.

a) Considérons I'équation: Au, +4,u, =u (1)avec l'inconnu 4, 4, (]

Ah=2 -
Nous avons: (1) < 4, (1,-2,3)+4,(0,1,-3)=(2,-3,3) & {24, + 4, =_3<:>{/11 :i
34,-34,=3 %=

Donc, u la combinaison linéaire du systéme vectoriel u,,u,.

b) Considérez I'équation:  Au, +A,u,=v (2)
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A=1

On a: (2) < {-24, +4, =m.Ce systéme d'équations a une solution si et seulement si m=0.
34,-34,=-3

Donc, v est une combinaison linéaire du systeme vectoriel uj,u, si et seulement si m=0 .

e Probléme 2. Dans [J ,[x]pour les vecteurs:

U =X +2X° +X+1, U, =2X"+X*—X-1, U;=3x"+3x’ —Xx+2

Trouver la condition pour u=ax®+bx*+cx+d étre une combinaison linéaire du systéme

vectoriel u,,u,,u,.

SOLUTIONS.

AU, +A4,U, + AU, =U

<:>21(x3+2x2+x+1)+ﬂ?(2x3+x2—x—1)+23(3x3+3x2—x+2):ax3+bx2+cx+d

A +24,+34, =2
- 2, +4,+34, =D

R~y =g =C

Iy Ao+ 2 =d

Résolvez ce systeme d'équations par la méthode de transformation élémentaire. Faire une

matrice augmentée et effectuer des transformations élémentaires sur la ligne:

1 2 3 |a 1 2 3| a

213b(_1))0—3—3b—2a
1 -1 -1jc 0 -3 4|c-a
1 -1 2 |d 0 -3 -1|d-a
1 2 3 a 1 2 3 a

{0 -3 -3| b-2a |[®|0 -3 -3 b-2a
- —
0 0 -l1lla-b+c 0O 0 -1 a-b+c
0 0 2 |a-b+d 0O 0 O |(3a-3b+2c+d

Expliquer:

(1): Multipliez la premiére ligne par (-2) puis ajoutez a la deuxiéme ligne, multipliez la
premiere ligne par (-1) puis ajoutez a la troisieme ligne, multipliez la premiere ligne par (-
1), puis ajoutez a la quatrieme ligne.

(2): Multipliez la deuxieme ligne par (-1) puis ajoutez a la troisieme ligne, multipliez la
deuxiéme ligne par (-1), puis ajoutez a la quatrieme ligne.

(3): Multipliez la troisieme ligne par (2), puis ajoutez a la quatriéme ligne.

55



Le systéeme d'équations ci-dessus a une solution si et seulement si 3a—3b+2c+d =0. C'est

la condition pour u étre une combinaison linéaire du systeme vectoriel u,,u,,u,.

2.5.2. Prouver qu'un systeme (fini) de vecteurs est linéairement indépendant ou
linéairement dépendant
2.5.2.1. Méthode de résolution

e Soit le systeme vectoriel u,u,,...,u, appartenir a l'espace vectoriel V sur [J .
Considérez I'équation: Au, + AU, +...+ A.u, =0avec 4 e (*)

- Si I'équation (*) n'a que des solutions triviales 4, =4, =...= A, =0alors le systeme
vectoriel u,,u,,...,u_est linéairement indépendant de [J .

- Sil'equation (*) a solution non triviale et qui n'est A, 4,,..., A4, €[] pas simultanément

nulle, alors le systéme vectoriel u,,u,,...,u,, est linéairement dependant.

e  Cas particulier: Pour u, =(a,,a,,...a,)el",i=1m

a; 4, .. &,

a a, .. a
Mettre: A=l # 2 an

aml a‘m2 amn
Alors:

- (a)Le systéme vectoriel uj,u,,...,u,est linéairement indépendant si et seulement si
rangA=m.
- (b)Le systéme vectoriel u,,u,,...,u, est linéairement dépendant si et seulement si
rangA<m.
Ainsi, le probléeme de considérer l'indépendance linéaire ou la dépendance linéaire du
systéme vectoriel u;,u,,...,u_en [J" ramener de probléme de trouver rang de la matrice A
"associée" a celui-ci.
2.5.2.2. Probleme mathématique illustré
e Probléme 1. Dans l'espace, [ 3[x] considérez si les systéemes vectoriels suivants sont
linéairement indépendants ou linéairement dépendants?

a) U, = x> =2x+3,u, = x> +1u, = 2x> + x* — 4x +10.

b) v, =x*=2x+3,v, =X* + X +1v, = x>+ 2x* +5.

SOLUTIONS.
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a) A, + AU, + AUy =0

A+22,=0
A+ Ay =0
—24,-44,=0
34 +4,+104, =0

<:>21(x3—2x+3)+/12(x2+1)+/13(2x3+x2 —4x+10):0<:>

Résolvez le systeme d'équations par la méthode de transformation élémentaire:

1 0 2 1 0 2
1 0 2 1 0 2

0 1 1|@Wjo 1 1|® )
- -0 1 1—-/0 11
-2 0 4 0 0O
01 4 0 0 3
3 1 10 01 4

Expliquer:

(1): Multipliez la premiere ligne par (2), puis ajoutez a la troisieme ligne, multipliez la
premiere ligne par (-3), puis ajoutez a la quatrieme ligne.

(2): Supprimer la ligne 0.

(3): Multipliez la deuxiéme ligne par (-1) puis ajoutez a la troisiéme ligne.

Ainsi: rangA =3 (égal aux inconnues du systéme d'équations).Donc, le systeme d'égquations

n'a que des solutions 4, =4, = A, =0.Donc, Le systeme vectoriel u,,u,,u, est linéairement

indépendant.

b) AV, + 2V, + AV, =0
& 4 (X =2x+3)+ 4, (X +x+1)+ 4, (x*+2x° +5) =0

A +2,=0
+21,=0
S (A+4)K +(A,+24) X2 +(24 + 4, ) x+(34, + 4, +54) =0 A +24,
24 +2,=0
34, +4,+54,=0
Créez une matrice de coefficients et transformez:
1 01 1 01
0 1 2|@j0 1 2|®|1 0 1
- -
-2 1 0 01 2 01 2
3 15 01 2

Expliquer:

(1): Multipliez la premiére ligne par (2), puis ajoutez a la troisieme ligne, multipliez la
premiére ligne par (-3) et ajoutez a la quatrieme ligne.

(2): Supprimer les deuxiéme et troisieme lignes.

Donc, rangA =2 moins que le nombre inconnu.
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Ainsi, I'équation Av, + 1.V, + A,v, = 0admet une solution non triviale.
Donc, Le systeme vectoriel v;,v,,v,est linéairementdépendant.
e Probléme 2. Dans I'espace vectoriel []*considérez si les systémes vectoriels suivants
sont linéairement indépendants ou linéairement dépendants?
a)u, =(1,-1,2,0),u, =(-1,0,1,1),u, =(2,1,-1,2)
b)v, =(-111-1),v, =(2,-1,2,-1),u; =(0,1,4,-3)
SOLUTIONS.

a) Créez une matrice A ou les lignes de A sont des vecteurs u,,u,,u,et calculez le rang de

A:
1 -1 2 O o 1 -1 2 0 ) 1 -1 20
A=-1 0 1 1|-/0 -1 3 1|—»/0 -1 3 1
2 1 -1 2 0 3 5 2 0 0 45
Expliquer:

(1): Ajoutez la premiére ligne a la seconde, multipliez la premiere ligne par (-2), puis
ajoutez a la troisiéme ligne.
(2): Multipliez la deuxieme ligne par (3), puis ajoutez a la troisieme ligne.
Donc, rangA=23(égal au nombre de vecteurs du systeme). Donc, le systeme vectoriel est
linéairement u,,u,,u,indépendant.
-1 1 1 -1 -111 1
M @/-1 11 1
by A=|2 -1 2 -1|-/0 1 4 -3|—>
0 1 4 -3
0 1 4 -3 0 14 3
Expliquer:
(1): Multipliez la premiere ligne par (2), puis ajoutez a la deuxiéme ligne.
(2): Supprimer la troisiéme ligne.
Donc, rangA =2 inférieur au nombre de vecteurs du systéme. Donc, le systéme vectoriel

V,,V,,V, est linéairement dépendant.

2.5.3. Trouver le rang, le sous-systéme linéairement indépendant maximal d'un
systeme vectoriel
2.5.3.1. Meéthode de résolution

Dans [1 "pour les systemes vectoriels:
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o = (8,8, 8y,)

a, = (321.3-22.---,3-2n)

Ay = (@, Bpreer B )
Pour trouver le rang, le sous-systeme linéairement indépendant maximum de systéme
a,,a,,...,a, fait ce qui suit:

- Faire une matrice A comme une matrice de lignes de vecteurs o, @,,...,a,,

8; 8, .. 8
Al|Br B -
a, a a

ml m2 mn

- Par des transformations élémentaires sur la ligne, ramenant la matrice A a la forme

échelle. Alors:
rang {&,, a,,...,a,,} = rangA
Le sous-systéme maximum linéairement indépendant du systéme «,,c,,...,«,, €st constitué

de vecteurs correspondant aux lignes non nulles de la matrice en échelle.
2.5.3.2. Probléme illustré

Dans (] °pour le systéme vectoriel:
o =(3,2,014),e,=(410,23),a,=(31-101),a,=(1,012,2)

Trouvez le sous-systeme linéaire indépendant maximum et rang du systéme vectoriel ci-

dessus.
SOLUTIONS.
32 0 1 41 1 0 1 2 24
A 4 1 0 2 3 2_) 4 1 0 2 3|2
31 -10 1|3 31 -10 13
1 0 1 2 2|4 32 0 1 4)1
10 1 2 2|4 10 1 2 2|4
01 4 -6 5|2 01 4 6 -5|2
- 01 -4 -6 5|3 00 5 7 8|1
0 2 3 -5 =21 0O 0 0 0 O0¢3
Donc: rangA = 3.

Ainsi, rang{a,a, a; a,}=3.Le sous-systtme maximal linéairement indépendant du

systeme oy, a,, a5, €8t {oy, a0, 1, }
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2.5.4. Trouver la matrice a convertir d'une base a une autre
254.1. Méthode de résolution
Dans I'espace vectoriel V pour deux bases:

(@), ,,...0,
(B): Br Byreons By
- Lesvecteurs g, 5,,..., S, sont uniquement écrits sous la forme:
B =ayo +ana, ..+ aa, (1)

B, =a,a +aya, +..+aya, (2)

all 21 anl

a a
Alors: T = %o % n2
ain a‘2n ann

Est la matrice de conversion de base de (a)a (/).
Résolvez les équations vectorielles (1), (2),..., (n).Nous pouvons déterminer T,

2.5.4.2. Probléme mathématique illustré

Dans [ 2 pour deux bases:
(a): ¢y =(111), a,=(-121), a,=(132)

(B):8=(101), B =(110), £=(011)

Trouver la matrice de conversion de base de («)a ().

SOLUTIONS.
Supposer:
B =aa +a,a, +a,a, (1)
B, =boy +b,a, + by, (2)
By =Coy +Ca, + Gy, (3)
a b ¢
Alors: Ts=|2 b, ¢
83 b3 C3

Pour trouver a,b,c;, nous résolvons les équations vectorielles (1), (2), (3).
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a-a,+a,=1
L'équation (1) est équivalente a: a +2a,+3a,=0
a+a,+2a, =1
b —b,+b, =1
L'équation (2) est équivalente a: b, +2b, +3b, =1
b +b,+2b,=0
c,—C,+C, =0
L'équation (3) est équivalente a: c,+2¢,+3c, =1

c,+C,+2¢, =1
Pour résoudre les trois systemes d'équations ci-dessus, nous utilisons la méthode de
transformation élémentaire.
Matrice augmentée:
1 -1 1|11]1/0 1 -1 11110 1 -1 1]11]1]0

1 2 3/0|1|1|»0 3 2|-1/01|—»(0 1 1 |-1(1]0
1 1 2]1|0]1 0 2 1|0 |-1)1 0 0 1|12 |31

a,=-2 b,=3 c,=-1
Donc: (1)< qa,=-1-a,=1 (2)<{b,=1-b,=-2  ;(3)<1c,=—C,=1
a=a-a+1=4 b=b,-b,+1=-4 c,=C,—C,=2
4 -4 2
Ainsi: Ts,=|1 -2 1
-2 3 -1

2.5.5. Considérez si un ensemble donné est un sous-espace ou non
2.55.1. Méthode de résolution
Soit W un sous-ensemble non vide de I'espace vectoriel V.

e  Pour prouver qu'un W sous-espace de V, on prouve que W la condition est satisfaite :
X+Ay eW,vx,yeW,VAiell.

e  Pour prouver que W n'est pas un sous-espace V, il suffit de montrer que W la condition
n'est pas satisfaite: x+yeW,Vvx,yeW ouixeW,vxeW,VAiell

2.5.5.2. Probleme mathématique illustré
Considérez si chacun des ensembles suivants est un sous-espace de l'espace vectoriel

correspondant?

a) Tous les vecteurs de I'espace [ ", la premiére et la derniére coordonnées sont égales?

b) Tous les vecteurs de I'espace [] " dont les coordonnées sont des entiers?
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SOLUTIONS.

a) On pose: le{(xl,xz,...,xn)eD” x1=xn}
Supposons: U=(X, %m0 X, ) EWLV = (Y5, Yoo ¥y ) W, A €L
Nous avons: AUV = (A% + Y1 A% + Yy AX, + Y, )

Parce que u,veW,déduire x, = x et y, =Y,. Ainsi: AX +Yy, =AX, +Y,
Donc nous avons: Au+veW,
La conclusion W1 est que le sous-espace de []"

b) On pose: WZ:{(xl,xz,...,xn)eD”

X eD,i=ﬁ}
1 . 1
Nous avons: u=(10,0,...,0) eW, et A:EGD , mais Au = E,O,O,...,O zW,

Donc, W> pas un sous-espace de "

2.5.6. Trouver la base et le nombre de dimensions du sous-espace généré par un
systeme vectoriel

2.5.6.1. Meéthode de résolution

Dans [1 " pour les systémes vectoriels:

o = (8,8, 8y,)

a, = (321.3-22.---,3-2n)

Ay = (8, Bppreer 8 )
Puisque chaque sous-systeme au maximum indépendant d'un systeme «,a,,...,,, st un
générateur, il est donc la base de I'espace sous-vectoriel <a1,a2,...,am> .

Donc, pour trouver la base et le nombre de dimensions du sous-espace genéré par le

systeme vectoriel, o, a,, ..., a,,nous procedons comme suit:

- Faire une matrice A dont des lignes sont des vecteurs o, ,,...,,,

&; &, .. &,

a a e a
A= T

aml am2 amn

- Par transformations élémentaires sur la ligne, on raméne la matrice A a la matrice B

sous forme d'échelle.
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- Le nombre de lignes non nulles de B est égal au nombre de dimensions de
(e, a,,.... 0, ) - Les vecteurs lignes non nuls de B forment la base de (¢, ..., a1, ) -
2.5.6.2. Probléme mathématique illustré

Dans [ * pour les vecteurs o, =(1,2,-1,3), @, =(2,-1,2,4), &, =(0,-5,4,-2)
Trouver la base et la dimension de E = (o, a,, ;) -

SOLUTIONS.
Faire une matrice A ou les lignes de A sont les vecteurs de la génération de E,

respectivement:

1 2 -1 3
A=12 -1 2 4
0 5 4 2

La transformation élémentaire sur les lignes de A, on a:

1 2 -1 3 1 2 -1 3

&) )
A—>0 -5 4 -2|->|0 5 4 -2

0 5 4 2 0O 0 0 O
Expliquer:
(1): Multipliez la premiere ligne par (-2), puis ajoutez a la deuxiéme ligne.
(2): Multipliez la deuxiéme ligne par (-1) puis ajoutez a la troisiéme ligne.

Ainsi: dimE =rangA=2. Une base de E est {&,a,}.

2.5.7. Trouver la base et la dimension du sous-espace racine d'un systéme d'équations
linéaires homogenes

2.5.7.1. Méthode de résolution

Pour un systeme d'équations linéaires homogenes m équation, n inconnu:

a X +a X, +..+a,Xx, =0
Ay X +a,X, +...+a, X =0 (*)
a X +a. X +..+a, X =0
Pour trouver la base et la dimensionnalité du sous-espace N du systéme d'équations (*),
nous procédons comme suit:
- Résolvez le systeme d'équations (*), le systeme d'équations a une solution générale qui

dépend n—r du paramétre.
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- En supposant que les parametres sont xil,...,xnfr.Etant donné % =Lx =0..% =0,

i ! i2 In—r

c'est-a-dire (xil,xiz,...,xinfr)z(l,O,...,O).En Calculant le x;restants selon la formule de

solution générale, nous obtiendrons une solution du systéme d'équations (*) noté par «; .

- Avec (x. X, X, axin,,)2(0’1’0’---’0)---()&'Xiz'---'Xin,,):(0’0’---’1)’ nous obtenons

[ PR P
des solutions «,,...,a, ,.Ensuite, o,,,...,c, . est la base de N (qui est la solution de

base du systeme d'équations (*)).

2.5.7.2. Probléeme mathématique illustré

Trouver la base et la dimension du sous-espace racine N d'un systeme d'équations linéaires

X, +2X, +2X, + %, =0

2%, +4X, + X, +3x, =0

homogenes: TG TR TS,
3X, +6X, + 2%, +3X, + X, =0
X, +2X, + X+ X% =0

SOLUTIONS.

Résoudre le systéeme d'équations donné. Transformation matricielle augmentée:

1 2 0 2 1|0 120 2 110
— /2 41 3 0]0 0 01 -1 =210
A= -

36 2 3 1|0 0 02 -3 =210

1210 1|0 001 -2 010
120 2 110 " 2 0 2 110
001 -1 -2/0 0 01 -1 210
- - .
000 -1 210 000 -1 210
000 -1 0 000 O 010

rangA=3, le systtme d'équations a une infinité de solutions qui dépendent de deux

parametres x,, X, . Nous avons:

X, = 2Xs
Xy =X, +2X; = 4X,
X, =—2X, —2X, — X = —2X, —5X;

Don, la solution genérale du systeme d'équations est:

X, =—2X, —5X;
Xy = 4X,
X, = 2Xs
Xy, X €L

Choisissez: x, =1, %, =0, déduire: x, =—2,x, =0,x, =0, on a le vecteur ¢ =(-2,1,0,0,0).
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Choisissez x, =0, %, =1,déduire: x, =-5,x, =4,x, =2, 0n a le vecteur o, =(-5,0,4,2,1).
Ainsi, la base de I'espace des solutions N du systéme d'équations ci-dessus est le systéeme
{al,az}, N = <a1,a2>,dim N =2.

2.5.8. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un vecteur appartienne
a un sous-espace généré par un systeme vectoriel.
2.5.8.1. Methode de résolution

Soit V un espace vectoriel et E =(a;,a,,...,c,, ) un sous-espace de V généré par le systeme
vectoriel «,a,,...,a,,. Trouvez une condition nécessaire et suffisante pour que vecteur
x=(a,a,,...a,) € E notre fasse ce qui suit:

- Avec E={a,a,,...,,), on a:x=(a,a,,..a,)cEsi et seulement si I'‘quation
vectorielle x = xa; +...+ X, &, (X € ) admet une solution (1)

- L'équation (1) est équivalente a un systeme d'équations, trouver les conditions pour
que ce systeme d'équations ait une solution.

2.5.8.2. Probléeme mathématique illustré

Dans I'espace [ “pour les vecteurs o; =(1-1,0,1), &, =(1110), &, =(2,0,1,1) et pour les
sous-espaces E =(a,,a,, ).

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour x =(a,,a,,8;,8,) € E

SOLUTIONS.
Nous avons:
x=(a,,a,,8;a,)cEsi et seulement si I'équation (a,,a,,a;,a,)= X0 +Xa, +Xa,a une
1 1 2]|q
: < . . -1 1 0|aq, _
solution, c'est-a-dire que le systéme d'équations 1 1la, (*)a une solution.
1 0 1]ja,
Transformer le systéeme d'équations (*):
1 1 2 a 11 2 a
(*)_>0 2 2 |a+a, 011 a,
0 1 1 a, 0 0 O|a+a,-2a,
0 -1 -1|-a+a, 0 0 O0|-a+a;+a,
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+a,—2a,=0
Le systeme d'équations (*) admet une solution si et seulement si: {ai 2~ %
-a,+a,+a,=0
- . . ' a,+a,—2a,=0
Donc, la condition nécessaire et suffisante X € E est:
-, +a,+a,=0
X, +X,—2X%, =0

Ainsi: E est I'espace des solutions du systeme d'équations:
X +X+X,=0

2.5.9. Trouver la base et le nombre de dimensions de |'intersection et de la somme

2.5.9.1. Methode de résolution
Pour les sous-espaces E1, E> pour trouver la base et le nombre de dimensions de E1+E; et

E, n E, nous procédons comme suit:
e Cas 1:E; et E2 sont respectivement les sous-espaces racines des systemes d'équations

a X% +..+a,x,=0 b,X +...+b,x, =0
linéaires homogenes:  <..ocoeiiiieiienne. Bl

- Trouver labase de E,NE,:

Puisque E;: et E> sont respectivement les sous-espaces racine des systémes d'équations ci-

dessus, déduire E, mE,sont les sous-espaces racine du systéme d'équations:

a X +..+a,X, =0

a X +..+a,,x, =0 *)
byyX, +... by, X, =

apX to.ta,X, =

Donc: la base de E, nE,est la solution fondamentale du systéme d'équations (*).

- Pour trouver la base de E1+E> nous devons trouver la base de E; et E2 en appliquant la
méthode de recherche de la base du sous-espace des solutions d'un systeme d'équations

linéaires homogenes. Trouvez ensuite la base de E1+E>.

e Cas2: Avec E =(a,0,,....000),E, =(B, By, B,)
- Trouver la base de E1+E»:

Trouver la base de E =(a,a,,...a,),E,=(B,B,...5,), puis trouver la base de

E+E, :<0(1,az,...,am,ﬂl,ﬂz,...,ﬂn>.

- Trouver labase de E,NE,:
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Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un vecteur appartienne a E, E,
grace aux propriétés: Avec A=(a,,a,,...,a,,),0na: x=(a,,a,,...,a, ) € Asi et seulement si
I'équation  vectorielle x = ¢t +...+ X, (X €[l )a une solution, si et seulement si
x=(a,a,,...a,)est la solution d'un certain systtme d'‘équations linéaires homogenes.

Continuez a résoudre le probleme comme dans le cas 1.

2.5.9.2. Probléme mathématique illustré

e Probléme 1.

Soient E: et E2 les sous-espaces racines des systemes d'équations, respectivement:

X, =X —X, =0 ¢ X, —X, =0
e
X —X,—2X%, =0 X, — X, =0

Trouver la base et la dimension de E +E,et E NE,.

SOLUTIONS.

e Trouver la base et la dimension deE;1+E3:

X=Xt X%
\ 1z . X1 - X3 - X4 = O A .,
Le systeme d'équations admet une solution générale est: {X, = X; — X,
X, — X, —2X, =0
X3, X, €]

Par conséquent, le systeme de solution de base est: o, =(1,1,1,0), o, =(1,-1,0,1). Donc, la

base de E1 est oy, 2, . Ainsi: E, =(a;,a1,).

=X
\ s . X =X, = 0 . , Xi ’
- Le systeme d'equations admet une solution générale est: {X, = X,
X, — Xy =
2 Xq, X, €

Par conséquent, le systéme de solution de base est: 8 =(1,1,1,0), 8, =(0,0,0,1). Donc, la
base de Ez est 3, B,. Ainsi: E, =(,,3,).

- Parceque E =(oy,0,)et E, =(8,, 5,)déduire E, +E, =(1,,, B, B,)

- Appliquer la méthode pour trouver la base et la dimension de E, +E, =(&,@,, 8, 5,)
On adonc le résultat dim(E, +E,)=3et {o,,, 5, } labase de E, +E,.

e Trouver la base et la dimension de E, N E, :

E, N E, est I'espace des solutions du systeme d'équations:
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X=X

. _ o X, = X
Le systeme d'équations (*) admet une solution générale est: ? 03
X, =

X, €l
Ainsi, le systeme de solutions fondamentales de (*) est un vecteur y=(1,1,1,0), donc

dim(E,nE,)=1. Labase de E, nE,est le vecteur » =(1,1,1,0).

e Probléme 2. Dans [ * pour les systémes vectoriels:

a,=(1211),a,=(36,57),a,=(4,86,8),a,=(816,12,20) et E, =<a1,a2,a'3,a4>

B =(1311),8,=(27,22),5=(310,43),5,=(6,21,7,6)et E,=(B. 5, 5. B.)
Trouver la base et la dimension de E +E,et E NE,
SOLUTIONS.

e Trouver la base et la dimension deE1+E:
- Appliquer la méthode pour trouver la base et le nombre de dimensions des sous-espaces
génerés par le systeme vectoriel:
E, =((1.2,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)); E, =((1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,0));dimE, =dimE, =3
Donc: E, +E, =((1,2,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,0,0,1),(0,1,0,1))
Faire une matrice A dont les lignes sont des vecteurs de génération de Ei+E> et la

transformation élémentaire selon de la ligne nous obtenons:

1 200 1 2 00 1 200
1 200

0 010 0 0 10 0 010
) () @0 1 0 1

A=0 0 0 1|-»|/0 O O 1|—»/0 O O 1|—

0010

1 001 0 2 01 0 0 03
0 001

0101 0 1 01 0101

Expliquer:

(1): Multipliez la premiere ligne par (-1), puis ajoutez a la quatriéme ligne.

(2): Multipliez la cinquiéme ligne par (2), puis ajoutez a la quatrieme ligne.

(3): Echangez les cinquiéme et deuxiéme lignes, supprimez la quatriéme ligne. Donc,
dim(E1+E2) = rangA = 4 et la base de E1+Ez est: {(L 2,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0),(0,0, 0,1)}.
e Trouver la base et la dimension de E, N E, :

Pour trouver la base de E NE,, nous devons trouver les conditions nécessaires et

suffisantes pour que vecteur x =(x,,%,,%;, X, ) € E, "E,. Nous avons:

68



X = (X, %, %31 X, ) € Ey <:>x:a1(1,2,0,0)+aﬁ(O,O,J,O)+a3(0,0,0,1)(ai ell,i :1_3)
<& 2X =X, =0

X=(%.%,%, %) € E, <x=2,(10,0,1)+a,(0,1,0,1)+a,(0,0,1,0)(a 0 ,i =13)
S X+X =X, =0

2x, —X, =0
X +X,—X, =0

(*)

Ainsi: (><1,x2,x3,x4)eElmE2<:>{

Le systeme d'équations (*) a un systeme de base de solutions:

a,=(1,2,0,3), 2, =(0,0,1,0).

Donc: la base de E, "E,est o, a,.

2.6. L’application linéaire

2.6.1. Prouver qu'une application donnée est linéaire (ou non linéaire).

2.6.1.1. Méthode de résolution

Soit V, V’ deux espaces vectoriels sur [ . Une application f :V —V'

e  Pour prouver f est une application linéaire nous prouvons f satisfaire la condition:

f(Ax+puy)=Af (X)+uf(y),VX,yeV,Vi,uell .

e Pour prouver que f n'est pas l'application linéaire, il suffit de montrer que f la
condition n'est pas satisfaite:

f(x+y)=f(x)+f(y), vx,yeVou f(ix)=4f(x),vxeV,Viel

2.6.1.2. Probléme mathématique illustré

e Probléme.

Considérez quelle ’application est linéaire?

a) f 0% 502 (X, %, %) =(2X + X, X, — X )

b) f,:0° 503 £, (X, %, X ) = (X, + %y, X, +4,X;)

c) f,:0,[x] >0, [x]. f;(p(x))=p ()

Avec p (x)est la dérivée du polynéme p(x)ell ,[X]
SOLUTIONS.
a) Appelez u=(x,X%,, %) el v=(y,,¥, ¥;) el ® 4, uell . Nous avons:
£ (AU+1v) = (A% + 121, AX, + 1Y, A% + p1Y;)
= (24X, + 218, + A%, + 1Y, A%y + f1Y, — AXy — 1Y)

=((22% +A%,) +(2uY, + 1y, ) (A%, =A%) + (1Y, = 1Y5))
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=(2A% + A%y, AXy — AX )+ (212Y, + 1Y, 1Y, — 12Y5)
= A(2% + %y, X, =X )+ 1 (2, + Y,, Y, — Y5 ) = A (U)+ 1 (V)
Donc: f1 est une application linéaire.
b) Nous avons: u=(1,2,3)el®* 1=2el .
Cependant: f,(Au)=f,(2,4,6)=(6,8,6);Af,(u)=2(3,6,3)=(6,12,6)
Donc: f,(2u)=2f,(u). Ainsi: f2n'est pas I'application linéaire.

c) En appelant p(x),q(x)des polynomes arbitraires de [  [x]et A, zell .Ona:

f3(Ap(X)+ ua (X)) =(Ap(X)+ q(x))
=Ap (%) +pq (x) = A1, (p(x))+ 5 (a(x))
Donc: fs est une application linéaire.
2.6.2. Déterminer I'expression d'une application linéaire lorsque I'image d'une base a

travers cette application est connue
2.6.2.1. Meéthode de résolution

Soit une application linéaire f :V — U satisfaire f (o, )=, (i :1_n) avec oy, a,,...a, (a)
se trouve la base de V et g, 5,,..., 5, sont des vecteurs de U. Pour trouver I'expression de
I'application linéaire f nous procédons comme suit:

- Trouver les coordonnées du vecteur x=(x,X,,...,X,)tout dans la base («), c'est a

dire trouver a, e[J (i =1,n):(x1,x2,...,xn)=a1051+a2052 +...+a,a, (1). Nous avons:

f (X, %0 X )=, () +a,f () +...+8,f (a,)=a.f +a,5, +..+a,8, (2)

- A partir de (1): il faut calculer a,,a,,...,a d'aprés x,X,,...,X,, puis en substituant (2)
on obtient I'expression de I'application f.

2.6.2.2. Probleme mathématique illustré

Dans l'espace [°pour la base o, =(1,10),,=(0,11), o, =(10,1)et dans [I*pour 3

vecteurs 4, =(1,2), 5, =(1,0), 8, =(0,-1).

Définissez une application linéaire f:0° —>07%: f(¢)=4 (i =1, 3).

SOLUTIONS.
Supposer: (X, %50 %) = By + 8,01, + 8325 (1) (ai ell,i :1,_3)
Alors: f(x.%.%)=2a,f(x)+a,f(a)+a,f(x)
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=a,(1,2)+2,(10)+a,(0.-1)=(a +a,,28, ~a;)(2)
Nous avons: (1)< (%, %,,%)=2a,(110)+a,(0,1,1)+a,(1,0,1)

NN S
5 AT
BT A 2—1 21 21
S +a, =X o a2:3x1+§x2+§x3(*)
LF&=% 11 1
==X — =X, +=X
L= Ro XX

En remplacant (*) dans (2) on obtient: f (x1 X, x3) = (xz,%x1 +gx2 —g st

2.6.3. Trouver la base et la dimensionnalité de la noyau et I'image de une application
linéaire
2.6.3.1. Méthode de résolution

Pour I’application linéaire f :[1" —[ "

f (x1 Xyyeeey xn)z(allx1+a12x2 ot @ X, B X B Xy et By Xy, @ X A X +---+aman)

e Trouver la base deker f :

- Kerf est le sous-espace racine d'un systéme d'équations linéaires homogeénes:

a X +a,X +..+a,X =0
X +a,X, +..+a, X, =0

X +8,,X +..+a,,X, =0
- Labase de Kerf est la solution fondamentale du systeme d'équations (*).
e Trouver labasede Imf:
- Trouver lI'image de la base canonique de [1".
Nous avons: Imf=(f(e),f(e,)....T(e,))
- Le sous-systtme maximal linéairement indépendant de f (e, ), f (e,),..., f (e,)est une

base de Im f.
2.6.3.2. Probleme mathématique illustré
Pour I’application linéaire:
f:0*>0°
f (X0 %o Xa0 Xy ) = (X = X, + X5, 2%, + X, 2X, — X3 + X, )

Trouver la base, la dimension de Ker f,Im f.
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SOLUTIONS.
(X0 %, %5, %, ) e ker £ = (X, %, %3, %, ) =0 < (X, %, X;, X, ) st la solution du systéme

X, =X, +X; =0
d'équations: 2%, +x, =0 (1)

2X, + X+ X, =0
Donc, ker f étre un sous-espace des solutions du systeme (1) et la solution fondamentale du
systeme (1) est une base de ker f . Pour résoudre le systéme (1), on transforme la matrice
augmentée:

1 -1 1 00 1 -1 1 0}0 1 -1 1 0/0
2 0 0 10{»0 2 -2 110|>|0 2 -2 110
0 2 110 0 2 -1 10 0 0 1 0j0

Le systeme d'équations a une infinité de solutions qui dépendent du paramétre X, .

Nous avons:
X; =0
1 —
X, == (2% =X, ) ==X,
2
X =X—%X= Xy
X, =-a
. L . . _ X, =—a
Donc, la solution générale du systéme d'équations est: 0
X3 =
X, =2a

Le systéme de solution fondamental ¢, =(—1,-1,0,2), donc dimker f =1, la base de Kerf
est o, =(-1-1,0,2).
e  Pour trouver la base de Im f , on retrouve I'image de la base canonique de [ *. On a:
f(e)=(120),f(e,)=(-10,2), f(e)=(1,0,-1), f (e,)=(0,1,1)
Imf=(f(e),f(e) f(e) f(e))

Le sous-systéme maximal linéairement indépendantde f (e,), f (e,), f (e;), f (e,)est une

base de Im f .
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1 2 0|1 1 2 0|1 1 2 0|1 1 2 01
-1 0 2|2 0 2 2|2 0 1 1|4 01 14
Nous avons: - — -
0 -1(3 0 2 13 0 -2 -13 0 0 13
1 114 0 1 114 0 2 2|2 0 0 0|2
Donc, la base de Im f est: f(e), f(e), f(e),dimf =3.

2.6.4. Trouver la matrice d'une application linéaire dans une paire de bases
2.6.4.1. Méthode de résolution

Donnez V et U sont des espaces vectoriels, f :V —U est une application linéaire,
&, .t ()est la base de V, B, 4,,... B, (f)est la base de U. Pour déterminer la

matrice de l'application linéaire f dans la paire de bases, («),(/)nous procédons comme
suit:

- Parce que f(¢;)eU déduire f (o, )étre exprimé linéairement par la base(f), nous
avons donc:

f (al) =a,f +a,fb+.tay,p, (1)
f (0[2) =a, [ +a,,0, +..+a,, B, (2)

f (an) = anlﬂl +an2ﬁ2 +"'+anmﬂm (n)

all aZl anl
i ; 8, & . 8y

Alors, la matrice de f dans la paire de bases (a),(g)est: A=| . = .
a:Lm a2m a‘nm

- Résolvez les équations vectorielles (1), (2), ...,(n), pour déterminer a;,i=1n, j=1,

3

2.6.4.2. Probleme mathématique illustré
Pour une application linéaire:
f:0%2->0°
F (X% ) = (X + 2%, % = X,, =X, )

Trouvez la matrice de f dans la paire de bases («),(8)comme suit:

(a): ¢,=(11), @,=(10)
(8): A=(11), £=(-121), £=(132)

SOLUTIONS.

e  Supposer:
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f (al) =af +a,0, +a,pf, (1)
f(@)=bA+bB+bp (2)

Alors, la matrice de f dans la paire de bases («),(/)est:

a b
A% | "
Y a, b,

e Nous devons résoudre les équations vectorielles (1), (2) pour trouver a,a,,a,et
b,,b,,b;. Les équations (1), (2) sont équivalentes a des systemes d'équations linéaires dont

les matrices augmentée sont les matrices suivantes:

1 -1 1|31 1 -1 1|31 1 -1113|1 1 -1 1|31
1 2 3/|0|1{(—»|0 3 2|-3|0|—>|0 1 1|1 |1|—>/0 1 1|1 |1
1 1 2|-1/|0 0 2 1|41 0 2 1|41 0 0 -1|-6|-3

Le systéme d'équations (1) admet une solution: a, =6,a, =1-a,=-5,a =3+a,—a, =-8

Le systeme d'équations (2) admet une solution: b, =3,b, =1-b,=-2,b =1+b,-b,=—4

a, bl [8 4
Ainsi: AV =la, b,|=|-5 -2
(a).(8) 33 b3 6 3

2.6.5. Trouver des polynémes de caractéristiques, des valeurs propres, des vecteurs

propres, des sous-espaces propres d'une matrice

2.6.5.1. Méthode de résolution
a; , ... Q,
. . , f a21 a22 aZn
Soit A une matrice carrée d'ordren: A=| oo, .
a, a, .. a,

Pour trouver les valeurs propres, les vecteurs propres, les sous-espaces propres de la
matrice A, nous procédons comme suit:

Etape 1: Mettre en place le polyndme caractéristique

-4 &, .,
—A . ]
P,(1)=det(A-Al)= afl a22: N af" =(-1)"A"+a, A" +..+ald +a
an anz ann_ﬂ“

Etape 2: Résolvez I'équation: P, (2) =0pour trouver les valeurs propres de A.

Etape 3: Pour chaque valeur propre Ade A, créez un systéme d'équations:
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(B, —A)X +a,X, +..+a,X, =0
A% +(8y —A) X, +..c+ 8, X, =0

()

Ay X, +8,,%, .t (By —A) X, =

n
- Résoudre le systeme d'équations (*) pour trouver la solution générale, trouvant ainsi
les sous-espaces propre de A correspondant aux valeurs propres A .

- Les vecteurs propres non nuls qui sont les solutions du systeme d'équations (*) sont les
vecteurs propres de la matrice A correspondant aux valeurs propres 4.

- Les vecteurs formant la solution fondamentale du systéme d'équations (*) sont les
vecteurs propres linéairement indépendants de A correspondant aux valeurs propres A .
2.6.5.2. Probléeme mathématique illustré

Trouver les valeurs propres, les vecteurs propres, les sous-espaces propres d'une matrice:

011
01
10

A=|1
1
SOLUTIONS.

-2 1 1
Etape 1:Nous avons: P.(4)= A 1|=-A"+31+2
1 1 -2

Donc, le polyndme caractéristique de A est P, (1) =-1°>+31+2
Etape 2: P, (1) =0 -2 +31+2=0 (1+1)°(2-1)=0=A=-11=2
Donc, la matrice A, a 2 valeurs propres 1 =-1,1=2.

Etape 3:Pour trouver les vecteurs propres de A, on considére deux cas:

1110
e  Pour la valeur propre 4 =-1, on résout le systeme d'équations: |1 1 1|0
111)0

- Le systeme d'équations a une infinité de solutions qui dépendent de deux paramétres

X, X;. La solution générale est x, =—a—b,x, =a,x, =b(a,bell ).Donc, les sous-espaces
propre de A correspondant a la valeur propre A =—lest V , = {(—a—b, a, b)‘ a,bell }

- Les vecteurs propres de A a valeurs propres A =—1sont tous des vecteurs de la forme:

(—a—b,a,b)avec a’+b* =0 (car le vecteur propre doit étre non nul).
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- Nous avons: dimV ;=2 et A, a deux vecteurs propres linéairement indépendant est:
o, =(-11,0),e, =(-10,1).

e  Pour la valeur propre A =2, on résout le systeme d'équations:

-2 1 1|0 1 1 210 1 1 2|0 1 1 2|0
1 -2 1|0/—»|1 -2 1|0|—»>|0 83 3|0|—>|0 83 3|0
1 1 210 -2 1 1|0 0 -3 310 0 0 010

- Le systéme d'équations a une infinité de solutions dépendantes x,.La solution générale

est x, =a,x, =a,x;=a(aell).Donc, les sous-espaces propre de A correspondant a la
valeur propre A =2estV, ={(a,a,a)lael}.

- Les vecteurs propres de A a valeurs propres A =2 sont tous des vecteurs de la forme:
(a,a,a)avec a=0.

- Nous avons: dimV, =1et A, a un vecteur propre linéairement indépendantest
o, =(111).

2.6.6. Croisement matriciel

2.6.6.1. Méthode de résolution

Soit A une matrice carrée d'ordre n. Pour diagonaliser la matrice A, nous procédons comme
suit:

Etape 1: Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres linéairement indépendants de
A.

Etape 2: Conclusion

- Si lasomme des vecteurs propres linéairement indépendants de A est inférieur a n

k
(C'est-a-dire Zdimvjq <nou V, est un sous-espace propre correspondant aux valeurs
i=1

propres A ) alors nous concluons que la matrice A n'est pas diagonalisable, c'est-a-dire qu'il

n'existe pas T de T AT matrice diagonale.

- Si lasomme des vecteurs propres linéairement indépendants de A est n

k
( c'est-a-dire Zdimvﬂﬁ =n, ou V, est un sous-espace propre correspondant aux valeurs
i=1

propres A ) alors on peut en conclure que la matrice A est diagonalisable. Alors la matrice

T a rechercher est une matrice dont les colonnes sont des vecteurs propres linéairement

indépendants de A écrits en colonnes, et alors,
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A 0 .. 0
0 . 0
TAT =| . ﬂ?
0 0 A

est une matrice diagonale, ou A est la valeur propre de A.

2.6.6.2. Probleme mathématique illustré
011
Croisement matriciel A=/1 0 1
110
SOLUTIONS.

Etape 1: Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres linéairement indépendants de
A.
D'aprés les résultats du probléme de la section 2.6.5.2 nous avons: la matrice A a deux

valeurs propresi=-1,41=2et A, a 3 vecteurs propres linéairement indépendants
o, =(-110),a,=(-10,1),, =(1,11).
Etape 2: Conclusion

- Lamatrice A est diagonalisable.

- Lamatrice requise est:

-1 -11 -1 0 O
T=1 0 1]et T'AT=(0 -1 0
0 1 1 0 0 2

2.6.7. Trouver la base pour que la matrice d'une transformation linéaire dans cette
base soit une matrice diagonale
2.6.7.1. Méthode de résolution

Donner V est un espace vectorielle de n dimension et soyons f :V —V une transformation

linéaire. Supposons que (U):u,,U,,...,u,est la base de V et A=A, est la matrice de f

)
dans la base U . Vous voulez trouver la base de V sorte que la matrice de f dans cette base
soit une matrice diagonale, nous procédez comme suit:

1. Etape L:Trouver la matrice de f dans la base (U):u,,u,,...,u,

2. Etape 2: Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A et de f .

- Lesvaleurs propres de A sont aussi les valeurs propres de f .
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- Si (al,az,...,an)c'est un vecteur propre de A correspondant a une valeur propre A,,

alors c'est au, +...+a,u, un vecteur propre de f correspondant a une valeur propre A,. A
partir de 13, trouvez les vecteurs propres linéairement indépendants de f .

3. Etape 3: Conclusion

- Si f il yamoins de n vecteurs propres linéairement indépendants, (n=dim V) alors il n'y
a aucune base f pour que la matrice de f dans cette base soit une matrice diagonale.

- Si f ilexiste un n vecteur propre linéairement indépendant est (5):4,, 5,..... B, alors ce n
vecteur propre linéairement indépendant est la base (S)de V et la matrice de f dans la

base (3)c'est une matrice diagonale. Spécifiquement:

A 0 .. 0
0 4 .. O
Aum = 1
o o0 .. A

n

Ou Aest la valeur propre correspondant au vecteur propre g (ceux-ci A peuvent étre

égaux).
2.6.7.2. Probléme mathématique illustré
Dans [1° pour la base: u, =(111),u,=(110),u, =(1,0,0)

Et permet la transformation linéaire f définie par:
f(u)=(432), f(u,)=(431), f(u;)=(10,0)
Trouvez la base pour que la matrice de f dans cette base soit une matrice diagonale.

SOLUTIONS.

1. Etape 1: Trouver la matrice de f dans la base (U)

On reésout 3 systemes d'équations et on obtient:

a,=2 b =1 c,=0
a,=3-a =1 b,=3-b =2 c,=—C=0
a,=4-a-a,=1 b,=4-b —b,=1 c;=1-c —-c,=1
2 10
Ainsi Ay =|1 2 0
111

2. Etape 2:Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A et de f .
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P.(2)=(1-2)[ (2-2)" -1|=(2-2)'(3-2)
P, (4)=0=1=11=3
Donc, A a deux valeurs propresA=1,1=3
Ainsi: f il yadeux valeurs propresde A =1,1=3.

e Les vecteurs propres de A correspondant aux valeurs propres A =1sont les solutions
du systeme d'équations:

11010 11010
110/0(—>|0 0 0}0
110|0 0 0 0/0

Le systeme d'équations a une infinité de solutions qui dépendent de deux parameétres X,, X,.
La solution genérale du systéme d'équations est: x, =—a, X, =a, X, =bh.

Un vecteur propre de A, avec une valeur propre A =1est: (—a, a, b) ,a® +b* =0.

Dans ce cas, A il existe deux vecteurs propres linéairement indépendants: ¢, =(—1,1,0)et
a,=(0,0,1).

Donc, les vecteurs propres des f de la forme: —au, +au, +bu, =(b,0,—-a),a’ +b* =0

Dans ce cas, f Il existe deux vecteurs propres linéairement indépendants:

B, =-Uu, +u, +0u, =(0,0,-1)

B, =0u, +0u, +u, =(1,0,0)

e Les vecteurs propres de A correspondant aux valeurs propres A = 3sont les solutions du
systeme d'équations:

-1 1 0|0 -1 1 0|0
1 -1 0[0|»|0 1 -1/0
1 1 2|0 0 0 010

Le systeme d'équations a une infinité de solutions en fonction d'un paramétre x,.
La solution genérale du systéme d'équations est: x, =a, X, =a, X, =a.
Un vecteur propre de A, avec une valeur propre 4 =3 est: (a,a,a),a=0.

Dans ce cas, A il existe un vecteur propre linéairement indépendant est: o, = (1,1,1).
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Donc, les vecteurs propres des f de la forme: au, +au, +au, =(3a,2a,a),a =0.

Dans ce cas, f il existe un vecteur propre linéairement indépendant: £, =(3,2,1).

3. Etape 3: Conclusion

f il existe trois vecteurs propres linéairement indépendants 4, 5, (pour A =1) et g, (pour

A=3). Donc, B,/ B formez la base [1°dont la matrice de f dans la base f,f,, B,est

une matrice diagonale. Spécifiquement:

100
Aupy=|0 1 0
00 3

Conclusion du chapitre 2.

Les résultats de recherche de ce chapitre, nous présentions détaillé des formes
mathématiques typiques et des méthodes solutions correspondantes, ainsi que des
problémes illustratifs. Ces méthodes de résolution de problémes, qui seront appliquées de
maniére créative pour résoudre des probléemes avancés, des problemes similaires, sont

présentées au chapitre 3.
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Chapitre 3. QUELQUES TYPES DE PROBLEMES AVANCES
Objectifs du chapitre

Chaque année, I'Association mathématique du Vietnam organise I'Olympiade nationale de
mathématiques pour les étudiants. La plupart des universites du pays participent a la
proposition de questions d'examen proposées sur des problemes d'algébre linéaire, a partir
desquelles le comité d'organisation sélectionne les questions d'examen officielles pour
chaque examen.

Par conséquent, dans ce chapitre, nous utiliserons les méthodes solutions
mathématiques présentées au chapitre 2 pour résoudre des problemes similaires ainsi que
ceux des questions d'examen proposées et officielles des étudiants de I'Olympiade de
mathématiques. De plus, nous avons également resolu certains problémes dans les
questions d'examen officielles lors de I'examen d'entrée au Master en mathématiques de
I'Université d'éducation de Ho Chi Minh City, au Vietnam.

A partir de 13, il répondra a la question 3: Comment les méthodes proposées pour
résoudre des problémes de mathématiques typiques sont-elles appliquées a la résolution de
problemes similaires et de problémes avancés?

Les connaissances présentées dans le chapitre sont référencées dans les documents:

[11. [2], [3], [4]. [5]. [6], [18], [25], [26], [27], [28], [29].
3.1. Problemes liés aux déterminants

e Probléme 1.

1 01 -1 2
0 11 2 -1
Calcul du déterminant D=/1 21 0 1
-1 01 0 2
-1 111 1

ANALYSE.
Utilisationtransformation élémentaire pour transformer la deuxieme colonne sous forme
d’occurrences multiples d’éléments nuls, a partir de laquelle il est plus pratique de
développer le déterminant par cette colonne. Donc, pour résoudre le probleme, nous
utiliserons deux méthodes simultanément: Développement de colonne et la transformation
élémentaire .
SOLUTIONS.
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1 01 -1 2
1 1 12 |1 1 -2 4
01 1 2 -1
i @1 -1 -4 3@|1 -1 -5 5
D=|1 0 -1 -4 3|= =
11 0 2 |-1 1 1 0
101 0 2
10 -12 |-1 0 0 0
10 0 -1 2
1 -2 4
*) ;
=(-1).(-2)°|-1 -5 5|=1
1 10

Expliquer:

(1): Multipliez la deuxiéme ligne par (-2), puis ajoutez a la troisieme ligne. Multipliez la
deuxieme ligne par (-1), puis ajoutez a la cinquiéme ligne.

(2): Développez sur la deuxiéme colonne.

(3): Multipliez la premiére colonne par (-1), puis ajoutez a la troisieme colonne, multipliez
la premiere colonne par (2) et ajoutez a la quatrieme colonne.

(4): Développez sur la quatrieme ligne.

e Probléme 2.

l+ap ab, .. ab,
Calcul du déterminant D, = b 1l+ab, .. ab,

ab  ab, .. l+ab
ANALYSE.

Pour résoudre le probléme, nous allons séparer le déterminant par colonne n, puis utiliser

les méthodes de transformation élémentaire et inductive.

SOLUTIONS.
Séparer le déterminant par colonne n, nous avons:
1+ab .. ab, , 0| l+ab .. ab, , ab,
ab .. ab, 0 |ab .. ab, a,b,
D, =| .. N
a, b .. 1+a b, O |a_b .. 1+a,,b , a b,
ab .. ab, 1 | ab .. ab,, a,b,
l+ab .. ab, 0 l+ap .. ab, &
azbl v a2bn71 0 azbl v a2bn—1 a,
= J+b | .
a,b .. 1+a b, O a,b .. l+a.,b ., a,
ab .. ab, 1 ab .. ab,, a,
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En développant le premier déterminant par la colonne (n) nous obtenons le déterminant

D, ,. Multipliez la colonne (n) du second déterminant par (—bi)puis ajouter a la colonne

i(i=12,..,n—1)nous obtenons:

0 a
1 .. 0 a,

D,=D,,+b|.. .. .. .. ..|=D,,+ab,
0 0 .. 1 a,
0 0 .. 0 a,

Et nous avons la formule récursive D, =D, , +a,b,. Comme la formule est vraie pour tout
n,ona: D,=D,,+ab,=(D,,+a,,b,,)+ab, =..=D,+ab,+ab,+..+ab,
Nous avons, D, =ab, +1. Ainsi, D, =1+ab, +a,b, +ab, +...+ab,

e Probléme 3. (Extrait de I'examen officiel de I'Olympiade étudiante de mathématiques,
2001)

Donnera,b e(1,a=b. Calculer le déterminant de lI'ordre n

a+b ab 0 .. O 0

1 a+b ab ... O 0

D, =| ..
0 0 0 .. a+b ab
0 0 0O .. 0 a+b

ANALYSE.
Si nous développons le déterminant selon la premiere ligne, nous obtiendrons une formule
de récurrence. Pour résoudre le probleme, nous utiliserons la méthode de développement de

ligne, de colonne et inductive.

SOLUTIONS.

En développant le déterminant selon la premiere ligne, nous obtenons:
1 ab 0 .. O 0
0 a+b ab .. O 0

D,=(a+b)D,,—abl.. .. .. .. ..
0 O 0 .. a+b ab
0 0 0 .. 0 a+b

En développant le déterminant selon la premiére colonne, nous avons la formule:

D,=(a+b)D,,—abD,_,avec n>3 (*)
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Ainsi: D,—-ab, = b( D.,— aDn—Z)

Cette formule est vraie pour tout n>3, nous avons donc:
D,-aD,,=b(D,,-aD,,)=b*(D, ,—ab, ;)=..=b"*(D,-aD,)
Calcul direct nous avons: D, =a’®+b*+ab;D, =a+b;D, —aD, =b’
Ainsi, D,-aD,,=b" (1)

En continuant de la formule (*) nous avons: D, —bD, , =a(D,,—bD,_,). Puisque cette

formule est vraie pour tout n>3, nous avons:
D, -bD,, =a(D,,-bD, ,)=a*(D,;-bD,_,)
=..=a"*(D,-bD,)=a"

(Car D, -bD, =a%)

Donc, D,-bD,,=a" (2)
an+l _bn+1
De (1) et (2) on obtient les résultats suivants: D, = T
a_
l+a, &, & n
a l+a, g n
e Probléme 4. Calcul du déterminant D, =| & a, 1l+a, a,
a a, a, 1+a,

ANALYSE.
Si toutes les colonnes restantes du déterminant sont ajoutées a la premiére colonne, alors la
premiére colonne aura tous les mémes éléments, transformant ainsi le déterminant en forme

triangulaire. Pour résoudre le probléme, nous utiliserons la méthode de transformation

elémentaire.
SOLUTIONS.
1+a +..+a, a, a, " l+a, +..+a, a, a, .. a,
(l)l+a1+...+an 1+a, a4 " 0 1 0 0
D,=l+a+..+a, a, 1l+a, .= 0 0 1 0
1+a +..+a, a, a, 1+a, 0 0 O 1
=1+a +..+a,
Expliquer:

(1): Ajouter les colonnes (2), (3),...,(Nn) ala colonne (1).

(2): Multipliez la ligne (1) par (-1), puis ajoutez aux lignes (2), (3), ..., (n).
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1 1 1

X

e Probléme 5. Calcul du déterminant D=1 x 0 .. Xx
1 x X 0

ANALYSE.

Si vous multipliez la premiere ligne par (—x)puis ajoutez toutes les lignes restantes et a
partir de la, transformez le déterminant en forme triangulaire. Pour résoudre le probleme,
nous utilisons la méthode de transformation élémentaire.

SOLUTIONS.

Avec X = 0nous avons:

01 1 1) =t 1

X
ot X 0 Olal 0 —x 0 0
b=t 0 ~x %10 o x 0
1 O 0 —X 0 0 0 x

Expliquer:
(1): Multipliez la ligne (1) par (—x)et ajoutez a la ligne (2), (3), ....,(n).

1 .. X
(2): Multipliez la colonne (2), (3),...,( n) par — puis ajoutez le tout a la colonne (1).
X

Si x=0 alors réponse ci-dessus est toujours correcte en raison de la continuité du

déterminant.
e Probléme 6.

cos(ay,—B,) cos(a,—p,) .. cos(a—p,)
COS(QZ—ﬁl) COS(az—ﬂz) COS(O{Z—ﬂn)

Calcul du déterminant

cos(a,—p,) cos(a,—pB,) .. cos(a,—p,)
ANALYSE.
A partir des caractéristiques des éléments de la matrice, nous pouvons exprimer la matrice
donnée comme un produit de matrices plus simples. Par conséquent, pour résoudre le
probleme, nous utiliserons la méthode de représentation des déterminants en tant que

produits de déterminants.

85



SOLUTIONS.

Avec n>2nous avons:

cos(a, —f3,) cos(ey—f3,) cos(a,— ,)
_ cos(a, — ) cos(a,—f3,) cos(a, — 3,)
cos(a, —f,) cos(a,—p,) cos(a, - f,)
[cosa, sing, 0 ... O][cosp, cosp, cos f3, |
cosa, sina, O 0|lsing, sing, sin g,
=|cosa, sina, O 0 0 0 0
| cosa, sing, O .. O] O 0 0 |
B C
Ainsi: D =det A=det(BC)=detB.detC
D=0si n>2; D=sin(a,—a,).sin(B,—p,)si n=2
e Probléme 7. Calcul du déterminant d'ordre 2 n
a 0 .. 0 ¢ b 0 .. 0 (1
0 a .. 0 ! 0 b .. 0(2
0 0 a, 0 0 b,| (n)
D,, =
¢ 0 0 i d 0 0[(n+1)
0 ¢ 0 0 d, 0[(n+2)
0 0 C, 0 0 d,| (2n)

ANALYSE.

Les éléments du déterminant ont la caractéristique de transformer le déterminant donné en
une forme triangulaire. Par conséquent, l'utilisation de la méthode de transformation
élémentaire trouvera la solution.

SOLUTIONS.

Considérant a,,a,,...,a, que tous sont non nuls:

- Multipliez la ligne (1) par —* puis ajoutez 2 la ligne (n+1).

- Multipliez la ligne (2) par _—Czpuis ajoutez a la ligne (n+2).



_Cn

- Multipliez la ligne (n) par puis ajoutez a la ligne (2n). Nous avons:
a

n

a 0 b, 0
0 a 0 0 b, 0
0 0 a 0 0 b,
D,,=|0 0 0 ad, —be 0 0
a
0 0 0 0 3,d, ~b,C, 0
a2
0 0 0 0 0 a,d, ~b,C,
an

= (a0, -be,)..(a,d, -bc,) =[] (ad, -be,)

i=1
Lorsque les nombres sont a,,a,,...,a, égal a 0, en raison de la continuité du déterminant, la

formule ci-dessus est toujours valable.

Donc, nous avons: D,, = 11[(aidi -hc,)

i=1
Commentaire: Le probléeme ci-dessus peut étre résolu par la méthode d'induction. En

développant le déterminant par la ligne n, puis en développant les déterminants d’ordre
2n—1qui vient d'étre recue selon la ligne 2n—1, nous aurons la formule de récurrence:

D,, =(a,d, —b.c,)D, vn > 2. Donc, nous avons:

(n-1)
) = (andn - bncn )(an—ldn—l - bn—lcn—l) D2(n—2)

n

=..=(a,d,-bc,)...(a,d, —b,c,) D, =] [(ad; -bc;)

i=1

D2n = (andn - ann) D2(n—1

e Probléme 8.

-4 a 0 O 0 O
0 -a a O 0 O
Calcul du déterminant D= 0 0 =& 0 0
_an a'n
1 1 1 1 1 1
ANALYSE.
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Les éléments du déterminant ont la caractéristique de transformer le déterminant donné en
une forme triangulaire. Par conséquent, la méthode de transformation élémentaire peut étre

utiliséepour résoudre le probléme.

SOLUTIONS.
Ajouter les colonnes (1),(2),(3),....,(n) Dans la colonne (n+1), on obtient:
-4 a8 0 0 .. O 0
0 -a, a O 0 0
D 0 0 -a a4 0 0
. —a, 0
1 1 1 .. 1 n+1
En développant D par la colonne (n+1), on obtient:
-4 a4 0 0 .. O
0O -a a 0 .. O
D=(n+1})|0 0 -a a .. O0|=(-1)"(n+l)aa,.a,
0 0 0 0 .. -a

e Probléme 9. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2022)

1 2 3 ... 2022 2023

2 ... 2021 2022

Calcul du déterminant D=| 3 2 1 ... 2020 2021
2023 2022 2021 .. 2 1

ANALYSE.
A partir des caractéristiques élémentaires du déterminant. Pour résoudre le probléme, nous

utilisons simultanément deux méthodes: La transformation élémentaire et le développement

de ligne.
SOLUTIONS.
1 2 3 ... 2022 2024 1 2 3 .. 2022 1
a0 .. 2021 2024 2 1 2 .. 2021 1
D=| 3 2 1 ... 2020 2024|=2024| 3 2 1 .. 2020 1
2023 2022 2021 .. 2 2024 2023 2022 2021 ... 2 1
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1 2 3 2022 1
1 -1 -1 -
1 -1 -1 .. -1 0
(2) 1 1 -1 .. -
=2024|1 1 -1 .. -1 0|=2024
1 1 1 1
1 1 1 1 0
2 00 0
(3) 2 2 0 .. 0
=2024 =-2024.2%%
1 1 1 1

Expliquer:

(1): Ajouter la premiére colonne a la colonne 2023.

(2): Multipliez la premiere ligne par (-1), puis ajoutez a la deuxieme ligne, multipliez la
deuxieme ligne par (-1), puis ajoutez a la troisiéme ligne,..., multipliez la ligne 2022 par (-
1), puis ajouter la ligne 2023.

(3): Ajoutez la ligne 2022 a la premiere ligne, ajoutez la ligne 2022 a la deuxiéme ligne,...,
ajoutez la ligne 2022 a la ligne 2021.

e Probléme 10.(Extrait de I'examen officiel de I'Olympiade étudiante de mathématiques,
2022)

1 0 .00
1 0
0 1 .00
Calcul du déterminant D, =|. : )
0 0 1
1 00
ANALYSE.

A partir des caractéristiques des déterminants,nous pouvons transformer le déterminant
donné en une forme triangulaire. Pour résoudre le probleme, deux méthodes peuvent étre
utilisées simultanément: La transformation élémentaire et le développement de ligne.
SOLUTIONS.

Nousavons: D,=(-1)"0 0 1 .. O+(-1)™[0 0 1 .. 0/=(-1)"+(-1)""

000 ..1 000 ..1
Si nimpair alors D, =2.Si n pair alors D, =0.
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e Probleme 11.(Extrait de I'examen officiel de I'Olympiade étudiante de mathématiques,
2017)

Soit une suite (x,)définie comme suit: x, =3, x, =7et x,, n>3soit le déterminant d'une

matrice carrée d’ordre n suivant:

32 00 0 00O
1 3 20 0 00O
01 3 2 0 00O
0 01 3 0 00O
X =i 1o S
0 0 0O 32 00
0 0 0O 1 3 2 0
0 0 0O 01 3 2
0 0 0O 0 01 3

a) Calculer x;
b) Prouver que x, =3x,,—2X, ,, pourtout n=>3.
c¢) Montrer que pour chaque n> 0, X, +1est un nombre naturel et une puissance de 2.

ANALYSE.

A partir des exigences du probléme, il est suggéré que la principale méthode de résolution
consiste a utiliser la méthode inductive .

SOLUTIONS.

a) Calcule: x, =15, x, =31, X, =63.

b) En développant sur la premiére ligne, on obtient:

2 0 0
2 0 0 00O
0 0 0
1 3 2 0 00O
. ) 01 2 0 00O
Xn:3 —2 .
0 1
0 00O 1 2 0

0O0O0O0O. O0O0T1S3
Le premier déeterminant est égal x. ,,au second déterminant est égal x, .

Nous avons: X, =3X, 3 —2X, 5.

c)ona: x, =3X,; —2X,_, < X, — X, 4 =2(X, 4, —X,_, ). Donc:

n—

X=X = 2(Xn—l _Xn—Z) = 4'(Xn—z —X

n

)= =22 (%) =22 (1-3)=2"

n—
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Déduire: X, —3=X, =% =(X, =X )+...+ (X, =% )=2"+..+ 2
Donc: X, =2"+...+2°+2+1=2""—1= x_+1=2"" pour tout n.

e Probléme 12. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2019)

Soit une suite (x,)définie comme suit: x, =5, x, =19et x, n>3soit le déterminant d'une

matrice carrée d’ordre n suivant:

a) Calculer x;
b) Prouvez x =5x. ,—6x, , pour tout n>3.
c) Montrer x, —1qu'il est divisible par 4 avec n impair.

ANALYSE.

A partir des exigences du probléme, il est suggéré que la principale méthode de résolution
consiste a utiliser la méthode inductive.

SOLUTIONS.

a) Calculé: X5 = =665

O O O N O
O O N O W
O NN O w O
N O W O O
g w O o o

b) En développant le déterminant selon la premiere ligne, nous avons: X, =5x,, —6X, ,,
pour tout n> 3.

c) Nous avons: X, =5X,, —6%_, (*)

De (*), implique:

X, — 2%, =3X,, —6X _, =3(X;, —2X,,) =3 (X, —2X ;) =..=3"7(x,—2%)=3"29=3"(1)
D’ autre part, de (*), nous avons:

X, = 3%, =2X,; —6X,_, =2(X, 4 —3X, ,) =27 (X, , —3X,;)=...=2"?(X,—3% ) =2"24=2"(2)
De (1) et (2) il résulte que: x, =3"-2",
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Cas impair n, déduire n+1pair, mettre n+1=2k . Nous avons:
2k r
X —1=(4-1)" —2% 1= LA (-1 -4 -1
i=0

=(1-C4+C, 4 —Cj 4 +..+4% ) -4 -1

=—C4+Co 4 —Co & +.. +4% -4
Donc, pour nimpair, il est x, —1divisible par 4.
e Probleme 13.(Extrait de I'examen officiel de I'Olympiade étudiante de mathématiques,
2003)

1+x 1 1 1
1 1+x, 1 1
1 1 1+x, 1
1 1 1 1+x,

Pour matrice A=

OU X, X,, X5, X, s0nt les solutions du polyndme f (x)=x* —x+1.Calculer det A

ANALYSE.

Le déterminant donné a la particularité d'étre transformé en une forme sommative plus
facile a calculer. Plus précisément, de nouveaux déterminants, apres avoir été développés
en lignes, en colonnes ou aprés avoir effectué des transformations élémentaires, peuvent
étre remis sous forme triangulaire. Donc, pour résoudre le probleme, nous utiliserons trois
méthodes simultanément:Représentation des déterminants sous forme de somme de

déterminants, développement de lignes, transformation élémentaire.

SOLUTIONS.
1 0 O Of|x 1 0 O] (x 0 1 0
1 x, 0 O |01 0 O (0 x, 10
Nous avons: det A= + +
1 0 x, 0 |01 x, O[] (0 010
1 0 0 x|/ |01 0 x| |0 0 1 x,
X 0 O x 0 0 O
+O X, O +O X, 0 O
0 0 x 0 0 x O
0 0 O 0 0 0 x,

= X2X3X4 + X1X3X4 + X1X2X3 + X1X2X4 + X1X2X3X4'

En utilisant le théoreme de Viete pour le polynéme f (x) nous obtenons: det A=2.
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e Probleme 14. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,

2018)

Pour les nombres naturels n>3et pour n les nombres réels x,x,,..., x,. Calculez le

déterminant suivant;

ANALYSE.

sin x, Sin x,

cos(z_xij o[zj

4 4

cos(z—xij cos[z—xzj
8 8

COS(E— j COS(E—XJ
N " 2

sin X,

T

cos| =—X,
(4 j
T

cos| =—X,
(8 j

Le déterminant donné a la particularité de pouvoir transformer la forme produit de deux

déterminants et de trouver le résultat immédiatement. Par conséquent, résolvez le probleme

en utilisant la méthode:Représentation du déterminant en tant que produit de déterminants.

SOLUTIONS.
T . T
cos> sl 0 Olicosx, cosx, COS X,
r . sinx, sinx, sin X,
cos— sin— O 0
Nous avons: D= 2? 2? 0 0 0 |=0
cosﬁ sinz 0 0 0 0 0
2" 2"

e Probléme 15. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2018)

x 0 0 0o =
n!
-1 x 0 0o —
n!
Calculer lim]...
0 0 O X 1
n!
0 0 O -n i
n!
ANALYSE.
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Etant donné que les éléments du déterminant dans la derniére colonne sont les mémes, lors
de [lutilisation de la méthode de transformation élémentaire et de la méthode
développement de ligne, puis obtenir un déterminant sous la forme d’un triangle. Par
conséquent, pour résoudre le probleme, deux méthodes de transformation élémentaire et de

développement de ligne doivent étre utilisées.

SOLUTIONS.
Nous avons:
x 0 0 o L
n!
1 Xx 0 0 0
-1 x O 0o =
n! 1 x 0 0
’ o—zx...oil_l.lo—z .0 im L
fim =Ml L EImSA
1 0 0 O x 1
0 0 O X3 0 0 O n 1
0 0 O a L
n!

Multipliez la ligne i par X (i=2,3,...,n+1), puis ajoutez a la premiére ligne toutes

1
(i-1)!

les lignes restantes. Ensuite nous avons:

0 0 0 .. 0 R(X
-1 x O 0
0 -2 0
A =
0 0 0 .. x
0 0 0 .. —n
2 n
Avec Rn(x):1+x+x—+...+x—.
2! n!

De la déduit A, =R, (x).(-1)"""(-1)" .n!

Ainsi: Iiml| A =limR (x)=¢"

n—o Nl n—o0

e Probléme 16. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2018)

Calculer le determinant d'une matrice carree A= (aij) d'ordre nxnavec:
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a :{(—1)_' i Viz ]
2,Vi=]

ANALYSE.

Pour résoudre le probleme, nous devons d'abord spécifier les éléments du déterminant, puis

utiliser une transformation élémentaire qui ramene le déterminant a une forme triangulaire.

SOLUTIONS.

En ajoutant la deuxiéme ligne a la premiere ligne, la troisieme ligne a la deuxiéme ligne,

..., laligne n alaligne n-1, nous avons:

2 -1 +1 .. &2 ¥ |1 1 0 O .. O O
-1 2 -1 .. +# & |0 1 1 0 .. 0 O
S 1 0 0

det A= oo S :
1 1 ¥ .. 2 -3 |0 0 0 O .. 1 1
+1 +1 +£1 .. -1 2| |1 ¥1 £1 #1 .. -1 2

Multipliez la premiere colonne par (-1), puis ajoutez a la deuxiéme colonne, multipliez le
résultat obtenu de la deuxieéme colonne par (-1), puis ajoutez a la troisieme colonne, et ainsi

de suite nous obtenons:

1 0 0 .. 0 0
0O 1 0 .. 0 0
R : ©l=n+1
0O 0 0 .. 1 0
+1 ¥2 3 ... -n+1 n+]

e Probléme 17. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2018)

Soit nun entier positif impair. Soit Aune matrice réelle carrée d’ordre n satisfaisant
det A=1 ou det A=—1.Soit A la matrice obtenue Aen remplagant chaque élément par son
complément algébrique. Calculer det A

ANALYSE.

La méthode principale pour résoudre le probleme estméthode pour representer les
déterminants comme des produits de déterminants.

SOLUTIONS.

En développant le déterminant sur la ligne, on a:
A(A) =det(A).l,
Déduire: det(A.(A' )t):(det A (1)
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D'autre part, nous avons: det(A' )t = det A',det(A(A' )t)z det Adet(A' )t (2)

De (1) et (2), déduire: (detA)" =det Adet A =det A =(detA)" " =(+1)"" =1.

e Probleme 18.(Extrait de I'examen officiel de I'Olympiade étudiante de mathématiques,
2018)

Etant donné un nombre réel aet un entier n> 0.Considérons des matrices carrées d'ordre

n:
[ a 0 0 n-1]
0 a 0 n-
A=| : :
0 0 a
n-1 n-2 .. 1 a |

Calculer le déterminant de A.

ANALYSE.

Si nous développons le déterminant selon la premiere colonne, nous aurons une formule de
récurrence. Donc, pour résoudre le probléeme, nous utiliserons la méthode: En développant

par la colonne et d'induction.

SOLUTIONS.
a 0 0 n-1
0 a 0 n-
Mettre: D, =| : I
0 0 a
n-1 n-2 .. 1 a

En développant par la premiere colonne, nous obtenons:

0O .. 0 n-1
[%zaDqu—Q”%n—g.? ? n-
0 a 1 (n-1)x(n-1)
Nous avons:
0 -1
A G U
0 a 1

Ainsi: D,=aD,,-(n-1)a"?=a"-a"?> i’=a" —%a”z(n—l)n(n+2).



e Probléme 19.(Extrait de I'examen officiel de I'Olympiade étudiante de mathématiques,
2005)
X12 +1 X1X2 X1X3 X1X4

XX, X+l XX, XX,

Considérons une matrice de la forme A= .Prouver que le

XX XX X2+l XX,
XX, XX, XX, X+l
déterminant de A est un polyndme symétrique par rapport aux variables x;, X,, X;, X,. Calculer
le déterminant de A lorsque x,X,,X,,X,, respectivement, des quatre racines du polynéme

f(x)=x"—x*-5x"+1.

ANALYSE.
Méthode principalepourla solution au probleme consiste a transformer le déterminant donné

en la somme des déterminants, ce quiest plus facile a calculer.

SOLUTIONS.
1
X+ X X X
X Xt % X,
Nous avons: det A= X X,X,X, 2
X X, Xt — X
3 3 3 X3 3
X, X, X, X4+x_4
1
x1+g 1 1 1
1 1+ = 1 1
X
i ©
1 1 1+= 1
X3
1 11 141
X4
1 1 L' Y2 o0 of2 0o o
O 00 ?: 11 1 ; 1
X
= X2XCXXS : 1 + 1 +0 X2 0 O+
ekl o = 0|Tlo 0 = 0 2
X3 X3 1 1 1 1
00 0 X looo 2o ool
L X, X, X,




. _
— 0 0 0
iz 0 0 O xf
X
1
1 0 = 0 0
0 = 0 0 X,
+ X2 + .
0O 0 = O
0 O iz 0 X§
X
: 1
1 1 1 110 0 0 —
X4_
NN 1+1+1+1+ 1
D e ead one i

=X XA X4 XE L= (X4 X X X, ) = 2(XX KX XX, KXy XX, XX, )L
Puisqu'il X;,%,,X;, X, s'agit d'une solution d'un polyndme f (x)=x*—-x>-5x*+1, nous
avons: X+ X, + X+ Xy =L XX, + X X5 + XX, + XX + XX, + XX, =5
Déduire: det A=1-2.(-5)+1=12.

e Probléme 20.(Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2014)

a 1 .. 1 1

-1 a .. 1
Calcul du déterminant D

-1 -1 .. .. 1

-1 -1 .. -1 8014
ANALYSE.

Pour calculer le déterminant, nous devons combiner les deux méthodes: Développer le
déterminant en lignes et en colonnes et representer le déterminant dans la somme des

déterminants.

SOLUTIONS.
Nous avons:
a 1 .. 1 1 a 1 ... 1 0 ]y 1 .. 1 1
-1 a, .. 1 1 -1 a, .. 1 0 -1 a, .. 1
Dy =|v oo o o =l T o TP
-1 -1 ... .. 1 -1 -1 ... .. 0 -1 -1
-1 -1 .. -1 a,,-1+1 |-1 -1 .. -1 &a,,-4 -1 -1 .. -1 1

En développant le premier déterminant par la derniére colonne, en ajoutant la derniére

colonne du deuxieme déterminant avec les colonnes qui la précédent, nous obtenons :
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D2014 = (32014 _1) D2013 +(a1 +1)---(32013 +1) (1)

D'autre part:

a 1 .. 1 1 a 1 .. 1 1 a 1 .. 1 1
-1 a .. 1 1 -1 a .. 1 1 -1 4a .. 1
Dy =|v oo e =l S o F T
-1 -1 .. . 1 -1 -1 .. . 1 -1 -1 .. .. 1
-1 -1 .. -1 agy,+1-3 (0 0 .. 0 a,+1 -1 -1 .. -1 -1

En développant le premier déterminant selon de la derniere ligne, en ajoutant la derniére

ligne du deuxiéme déterminant avec les lignes qui la précedent, nous obtenons:
Do = (32014 +1) Dioss _(a1 _1)---(a2013 _1) (2)

De (1) et (2) il résulte que: D,y = (8 +1)--(Baos +1)+ (8 1) (Bosg =1)

2014 =
2

3.2. Problemes de recherche du rang des matrices

-1 2 1 -1 1
. . -1 1 -1 -1
e Probléme 1. Trouver le rang d'une matrice A=
a 0 1 1
1 2 2 -1 1

ANALYSE.
Pour résoudre le probléme, nous utilisons la méthode de transformation élémentaire.
SOLUTIONS.

1 -1 1 -1 2 1 -1 1 -1 2
W1 11 a -1|®/0 -2 2 a-1
A— —
1 1 0 1 a 0 2 -1 2 a-2
1 -1 2 1 2 0 0 1 2 0
1 -1 1 -1 2 1 -1 1 -1
G0 2 2 a-1 1 |Wj0 -2 2 a-1
0 0 1 a+l1l a-1 - 0 0 1 a+l1 a-1
0O 0 1 2 0 0 0 0 1-a 1-a

Expliquer:
(2): Changer de colonne.
(2):Ajoutez la premiére ligne a la seconde, multipliez la premiére ligne par (-1) puis ajoutez
a la troisieme ligne, multipliez la premiere ligne par (-1) puis ajoutez a la quatrieme ligne.
(3): Ajoutez la deuxiéme ligne a la troisieme ligne.
(4): Multipliez la troisieme ligne par (-1), puis ajoutez a la quatriéme ligne.
Donc: Si a=1lalors rang A=4,si a=1alors rang A=3
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e Probléme 2.

l+a a a
) a 1+a a
Trouver le rang de la matrice A=
a a .. 1l+a
ANALYSE.

Résoudre le probléme en combinant les méthodes:Transformation élémentaire et

déterminant.

SOLUTIONS.
1+na a a l1+na a .. a
@l1l+na 1+a ... a |@| 0 1 ... 0
A— -
1+na a .. l+a 0 0o ... 1
Expliquer:

(1): Ajouter toutes les colonnes a la premiére colonne.

(2): Multipliez la premiere ligne par (-1) puis ajoutez a toutes les lignes restantes.

. -1
Si a#—alors 1+na=0et rang A=n.
n

Si a:_—lalors 1+na=0et rangA=n-1
n

Parce qu'il y a une sous-détermination d'ordre n-1 qui inclut n-1 la derniére ligne et la

derniére colonne:

0 .. 0
1 .0 o C o
D, = =10 et le déterminant est d'ordre n égal a 0.
0 0 .. 1

e  Probléme 3. Trouver le rang d'une matrice d'ordre n(n>2)

1 1 ... 1
X .. X
A=|1 x 0 .. X

ANALYSE.
Résolvez le probleme en utilisant la méthode de transformation élémentaire.
SOLUTIONS.
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[0 x x x] [(n-1)x x x X |
_ o X X o (n-1)x X X
Si x=0 alors A->lx x 0 .. x|>/(n-)x x 0 .. x
X X X 0] |(n-)x x x 0]

[(n-1)x x x X |

W 0 X 0 0

— 0 0 —x 0

0 0 0 =

Expliquer:
(1): Multipliez la premiere colonne par x, multipliez la premiere ligne par x .

(2): Ajoutez toutes les colonnes restantes a la premiére colonne.

(3): Multipliez la premiere ligne par (-1), puis additionnez toutes les colonnes restantes.
Donc: rang A=n si x=0

001 1 .. 1] [o 1 1 .. 1]

0 ..
(4)
Si x=0 alors A=|1 0 0 ... 0|—=|0 0 O

100 ..0] [OO0O0 ..0
Expliquer:

(4): Multipliez la deuxiéme ligne par (-1), puis additionnez toutes les lignes restantes.
Donc: rang A=2 si x=0

e Probléme 4.(Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes, 2016)

Trouver le rang d'une matrice carrée d'ordre n

a b b .. Db
b a b .. b
A=b b a .. b

ANALYSE.

Résoudre le probléme en combinant les méthodes: Transformation élémentaire et
déterminant.

SOLUTIONS.
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a+(n-1)b b b b a+(n-1)b b b b

@) — (2) _
- a+(n-1)b a b @ 0 a-b 0 0
a+(n-1)b b b .. a 0 0 0 .. a-b

Expliquer:
(1): Ajoutez toutes les colonnes restantes a la premiére colonne.

(2): Multipliez la premiere ligne par (-1), puis additionnez toutes les lignes restantes.
Si a#(1-n)b et a=b alors rang A=n

Si a=b=0 alors rang A=1

Si a=b=0 alors rang A=0

Si a=(n—-1)b=0alors rang A=n-1

Parce qu'il y a un sous-décimal n-1 (supprimer la premiere ligne, la premiére colonne):

a-b 0 .. O

0 a._ b e 0 n-1 .
= (a - b) #0, et le déterminant est d’ordre n égal a 0.

0 0 .. a-b
e Probléme 5.(Extrait des questions d'examen officielles des Olympiades étudiantes de

mathématiques, 2019)

Pour a,b [],satisfaire a+b > 2 et matrice A=

(o N I
(SN © N SN )
O B T
R T

Argument par a,brang de matrice A.

ANALYSE.

Resoudre le probleme en combinant les méthodes: Transformation élémentaire et
déterminant.

SOLUTIONS.

En calculant le déterminant de la matrice Aon obtient: det A=(a—b)’ [(a+b)2 —4}
Car a+b>2donc detA=0<a=h.
e Sia=b alors rangA=4.

e Si a=Db alors effectuez des transformations élémentaires sur la ligne et la colonne de

Ala maniere suivante:

102



)

1

2+2a
2+2a

9
2+2a

2+2a

a

= 9 = 9

1

L O

R = 9

QD = O

9 = 9

®l0 1-a a-1 1-a|@®|1 a 1 a

- -
0 O 0 0 0 1-a a-1 1-a
0 1-a a-1

Expliquer:

(1): Ajoutez toutes les colonnes restantes a la premiére colonne.

(2): Multipliez la premiere colonne par :
2+2a

(3): Multipliez la premiere ligne par (-1), puis additionnez toutes les lignes restantes.
(4): Supprimez la ligne zéro et la quatriéme ligne.

Ainsi: rangA=2.

e Probleme 6. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,

2016)

Soit Aune matrice carrée d’ordre n>2, A:(aij ), ou a; =i+j,j=12,.,n.
Retrouver le rang de A.

ANALYSE.

Pour résoudre le probleme, spécifiez d'abord les éléments de la matrice, puis utilisez la

méthode de transformation élémentaire .

SOLUTIONS.
2 3 4 n+l] [ 4 n+l] [2 3 4 n+1]
a0 3 4 5 n+2 (2) 1 1 @ 11 1
A=| 4 5 6 n+3|— 1 1 |—» 0 0
N+l n+2 n+3 2n ] (211 .. 1] (000 .. 0|

Expliquer:

(1): A partir de I'hypothése, le probléme peut étre déterminé par la matrice A.
(2): Multipliez la ligne i par (-1), puis ajoutez la ligne i+1avec i =1,n.

(3): Multipliez la ligne ipar (-1), puis ajoutez la ligne i+1avec i=2,n.

Ainsi: rangA=2.
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e Probléme 7. (Extrait du concours officiel d'entrée au Master de Mathématiques, 2005)
Trouver le rang d'une matrice carrée d'ordren:

a 1
1 a

N

B=

[E
QD

11
ANALYSE.

Résoudre le probléme en combinant les meéthodes: Transformation élémentaire et

déterminant.

SOLUTIONS.
a+nh-1 1 1 1 a+n-1 1 1 1
Ola+n-1 a 1 1@ 0 a-1 0 0
B> . oo | . =C
a+h-1 1 1 .. a 0 0O 0 .. a-1
Expliquer:

(1): Ajoutez toutes les colonnes restantes a la premiére colonne.
(2): Multipliez la premiere ligne par (-1), puis ajoutez toutes les lignes restantes.
Nous avons les trois cas suivants :

- Sia=#l-net a=1lalors rangB =rangC =n.

- Si a=1alors rangB =rangC =1.

o 1 1 .. 1

] O -n 0 .. O

- Sia=1-nalors C= S )
0 0 0 .. =-n

a sous-déterminateur d’ordre N—1 non nul, c'est la sous-détermination créé par n—1la

derniére ligne, la derniere n—1colonne:

-n 0 .. O
D=0 T (a0
0 O -n

Et detC =0.
Donc, rangC =n—1déduire rangB =n-1.

3.3. Problemes impliquant des matrices inverses
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1 0 3
e Probléme 1. Trouver l'inverse de la matrice A=|2 1 1
3 2 2

ANALYSE.

Le probleme est résolu par deux méthodes: Transformation déterminante et élémentaire.
SOLUTIONS.

Résolution 1. Utilisation de la méthode des déterminants:

Nous avons: detA=2+12-9-2=3
O - (PR U
A=ly o70 AT 7% AT "
Py A P, A Y
A=y o7 Ty o7 AT o7
Y I U P )
S FEP e FEPY e i P
Jo 8 -3
Ainsi: At==l-1 -7 5
1 -2 1

Résolution 2. Utilisation de la méthode de transformation élémentaire:

1 0 3|1 0O o 1 0 3|1 0O
Considérez la matrice A={2 1 1|10 1 0|—»/0 1 -5|-2 1 0
3 2 2|10 0 1 0 2 -71-3 0 1

W10 3|1 0 0] |10 31 0
>0 1 5|2 1 0[|»/0 1 52 1 0
00 3|1 21| o0 1]1 21
i 3 3 3]
L0010 2 -1
»lo1 0z 22
00ty 5
i 3 3 3]

Expliquer

(1): Multipliez la premiere ligne par (-2), puis ajoutez a la deuxieme ligne, multipliez la
premiére ligne par (-3) et ajoutez a la troisieme ligne.

(2): Multipliez la deuxieme ligne par (-2), puis ajoutez a la troisieme ligne.
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(3): Multipliez la troisiéme ligne par (%)

0 2 -1

Ainsi: Al= 115
3 3 3

1 =21

L 3 3 3]

e Probléme 2. (Extrait de la question d'examen proposée pour I'Olympiade étudiante de
mathématiques, 2016)

Pour les matrices carrées d'ordre n=2016

111 .11 1 2 3 .. 2015 2016]

01 1 .11 0 1 2 .. 2014 2015
A |00 1 L1 5 |0 0 1 .. 2013 2014

000 .. 11 000 .. 1

0 0 0 .. 0 1) 000 .. 0 1|

Trouver X, a AxX =B.
ANALYSE.
Pour résoudre le probléme, il faut d'abord trouver A™, que I'on peut utiliser deux méthodes:

le systéme d'équations et la transformation élémentaire.
SOLUTIONS.

Résolution 1. Utilisation de la méthode du systéeme d'équations:

X+X++ X, =Y, X =YY,
X, +.t X, =Y, X, =Y, —VYs
Considérons le systeme d'équations: <{.........cccecceeevernnenne. e
Xt T X = Yo X1 =Yoa =Y
X, =Y, X =Y
1 -1 0 0 0 |
01 -10 0
Ainsi: At=|: 0
0O 0 0 O 1 -1
00 0 0 .. 0 1]

Résolution 2. Utilisation de la méthode de transformation élémentaire:
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coo0o1 .1 1001 ..00
o 00 ..1 100 0 ..10
o 00 ..01j0 00 .. 01

Multipliez la ligne (i+1) par (-1), puis ajoutez a la ligne i avec i =1,n—1, on obtient:

0 .. 00

[EEN

-1 0

o
o

=[1/A7]

10 0 0 1{0 0 O 1]
1 -1 0 .. 0 O]
0O 1 -1 .. 0 O
L, |0 0 1 0 0
Donc: A=
0O 0 O 1 -1
10 0 O 1]
1 -1 0 0 0] [1 2 3 .. 2015 2016]
0 1 -1 0O O 1 ... 2014 2015
.. 5 0O o 1 .. 00 0O 0 1 .. 2013 2014
AInsi: X=A"xB= X
0O 0 O -1 0O 0 O 1
10 0 O 1][0 0 O 1 ]
1 _
0
B 0
0O 0 O 1
10 0 0 i
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[1+a 1 1
1 1+a 1
e Probléme 3. Trouver l'inverse de la matrice A=| 1 1 1+a

1 1 1 ... 1l+a

ANALYSE.
Résolvez le probleme en utilisant la méthode du systéme d'équations.
SOLUTIONS.

(1+a)X + X + X +..+X, =Y, (1)

+(1+a)X, + X+ X, = 2
Considérons le systeme d'équations: X +(L+a)%+x, =Y (2)

X+ X+ X+ +(1+a)x, =y, (n)
En additionnant chaque cote de (1), (2), ...(n) on obtient:
(N+a)(X +X +ot X )= Y+ Yo+t Y,

- Si a=-n, on peut choisir le paramétre vy,,Y,,...,y, satisfaisant y,+y,+..+y, #0.

n

Alors, le systéeme d'équations n'a pas de solution et donc la matrice A n'est pas inversible.

. . 1 .
- Si a=-n alors nous avons: x1+x2+...+xn=m(yl+y2+...+yn) (*)

Prenez I'équation (1) moins (*): ax, = ﬁ((n+a—1) Yo=Y == Yy)

+ Si a=0 alors nous pouvons choisir le parametre de y,,V,,..., Y, sorte que I'équation ci-

dessus n'ait pas de solution. Par conséquent, le systéeme d'équations n'a pas de solution et la

matrice A n'est pas inversible.

Si a=0 alors nous avons: X, = Py (n+a-1)y,—y,—..-,)

. 1
Prenez (2) moins (*): X, = a(n+a)(yl_(n+a_l) Yo = Ya—Yy)
Prenez (n) moins (*): X, (Y, =¥, = Yg.m(n+a-1)y,)

- a(n+a)

Ainsi:
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n+a-1 -1 -1 -1 ]
. 1 —(n+a-1) -1 -1
At= 1 -1 —(n+a-1) .. -1
1 -1 -1 v —(n+a-1) | -

e Probléme 4.(Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes, 2022)
Soient A=(a ),B = (b; )deux matrices carrées d'ordre n satisfaisant: AB*+ A=2AB+1,
a) Prouver AB=BA

b) Soit a;b; des entiers pour tous i, j €{1,2,3,...,n} . Déterminer le déterminant de la

matrice A.

ANALYSE.

Pour résoudre le probleme, nous devons utiliser nos connaissances des matrices inverses et
la méthode:Représentent le déterminant du produit des déterminants.

SOLUTIONS.

a) Nous avons: |, = AB® —2AB+A=A(B*-2B+1,).

Donc, A est la matrice inverse et A™ =B*—2B+1_ déduire:
A'B=(B’-2B+l,)B=B*-2B’+B et BA'=B.(B*-2B+1,)=B’-2B’+B.
Déduire, A*.B=B.A"donc: BA= AB.

b) Nous avons: A.(B—1,)* =1 déduire: detAdet(B—1,)" =1

Puisque det A, det(B—1,)” est un entier et det(B - 1,)° = (det(B - In))2 >0.

Ainsi: det A=1.
e Probléme 5.(Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes, 2022)

a) Soit a,b,c el1. Calcul du déterminant de la matrice A suivante:

b
A= 0
c

o O 2
D T O

b) Trouver la condition a,b,c pour que la matrice A ait un rang de 3. Pour de tels nombres

a,b,c, trouver la matrice inverse A™.

ANALYSE.

109



Résolvez le probleme en combinant plusieurs méthodes: Calculez le déterminant par
développer en lignes, trouvez le rang de la matrice en utilisant la méthode du déterminant,
trouvez la matrice inverse en utilisant le déterminant.

GUIDE DES SOLUTIONS.

a) En développant le déterminant sur la premiére ligne, nous obtenons:

det A=—2abc.
b) Une matrice de A d’ordre 3 a un rang de 3 si et seulement si abc = 0.
1 A A A
En utilisant la formule: Al=—_
A A A A
A A A
Nous obtenons le résultat suivant:
11 b
2a 2C 2ac
Al= 1 a1
2b 2bc 2c
< 1 1
| 2ab  2b  2a |

e Probleme 6.(Extrait des questions d'examen officielles des Olympiades étudiantes de

mathématiques, 2016)

-a b 0 O

. , 0 -a b 0
Soit a,bdes nombres réels et A=

0 0 -a b

b 0 0 -a

a) Calcul du déterminant de la matrice A.

b) Calculer A™.

ANALYSE.

Résoudre le probléeme en combinant plusieurs méthodes: Calculer le déterminant par
développer en lignes, trouver la matrice inverse a lI'aide du déterminant.

GUIDE DES SOLUTIONS.

a) detA=a’-b".

Ar A Ay Ay
a_ 1 A Ay Ay A

b) En utilisant la formule: Al=—

TdetA[A, Ay A, Ay
Ao A Ay A,
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Nous obtenons le résultat:
a® a’h apb? bd
4l b a® a*h ab?
ab> b® a® a%
a’h ab®> b* a°

A—1 _ (b4 _a4)

e Probléme 7.(Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes, 2017)

Trouver l'inverse d'une matrice carrée d'ordre 2n,ne(1,n>2

0 1 1 1 1

-1 0 1 1 1

-1 -1 0 1 1

A:

-1 -1 -1 0 1

-1 -1 -1 -1 .. 0]
ANALYSE.
Résolvez le probléme en utilisant la méthode du systéme d'équations.
SOLUTIONS.

0%, +X + X+ X+t Xy =Y, (
X 0%, + X+ X+ Xy =Y, (2)
‘s . , . =X =X, + 0%, + X, +... 4+ X, =
Considérons le systeme d'équations: =% 3T 2n = Y3 (
=X =X =X+ 0X, +. X, =Y, (4)

Prenez (1)+(2)—(3)+(4)—...+(2n), nous obtenons:

X AKXy Xy Xy et X =Y Y, = YV Y, et Yo (*)

Prenez (1)—(*),(2n)+(*),(*)—(i),i=2,3,...,2n—1, nous obtenons:

X =0y, =Y, + Y3 =Y, .= Yy
X, =Y, +0Y, =Y+ Y, —t Yy,
X =Y+ Y, 40y, =Y, +.. =Yy,
X, =Y =Y, + Y3 0y, —..4 Yy,

Xn=Y1= Yot Ys= Yot = Yo +Oy2n
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0 -1 1 -1 .. -1]
1 0 -1 1 .. 1
.. R 11 0 -1 .. -1
La matrice inverse a trouver est: Al=
1 11 0 .. 1
1 -1 1 -1 .. 0

3.4. Problemes liés aux systemes d*équations linéaires
e Probleme 1. Résoudre et argumenter un systeme d'équations:

2X, + X, + X+ X, =1

X, +2X, =X, +4X, =2

X, + 77X, —4%X; +11X, =m

4x, +8X, —4X, +16x, =m+1
ANALYSE.
Puisque le systéeme d'égquations donné a autant d'équations que d'inconnues, nous pouvons
le résoudre par la méthode des déterminants. Cependant, selon cette methode, nous devons
calculer 5 déterminants d'ordre 4, ce qui est évidemment compliqué. Par conséquent, nous

utilisons la méthode de transformation élémentaire comme suit:

SOLUTIONS.
2 1 1 1|1 1 2 -1 4] 2
- 112 -1 42 |21 1 1|1
A= -
17 -4 11| m 1 7 -4 11| m
4 8 -4 16 |m+1 4 8 -4 16 |m+1
1 2 -1 4| 2 1 2 -1 4| 2
@0 -3 3 7| -3 |®/0 -1 3 —-7|m-8
- -
0 5 -3 7 |m-2 0 3 3 -7|-3
0 0 0 0 |m-7 0 0 0 0 |m-7
1 2 -1 4 2
@0 -1 3 -7| m-8
_)
0 0 -6 14 |-3m+21
0 0 0 0| m-7
Expliquer:

(1): En échangement la premiére ligne et la deuxiéme ligne.
(2): Multipliez la premiere ligne par (-2), puis ajoutez a la deuxieme ligne, multipliez la
premiere ligne par (-1) puis ajoutez a la troisieme ligne, multipliez la premiere ligne par (-

4), puis ajoutez la quatrieme la ligne.
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(3): Multipliez la deuxiéme ligne par (2), puis ajoutez a la troisieme ligne, en échangeant
les deuxiéme et troisieme lignes.

(4): Multipliez la deuxieme ligne par (-3), puis ajoutez a la troisiéme ligne.

- Si m=7 alors le systeme d'équations n'a pas de solution

- Si m=7 alors le systeme d'équations est équivalent a:

*

r 2 -1 4] 2

0 -1 3 -7|m-8

*

0 0 -6 14| 0
0O 0 0 0] O

Le systeme d'équations a une infinité de solutions dépendant d'un paramétre x,. Nous

avons:

7
X3 :§X4

X, =3%, — X, +1=1

X, =2—2X, + X, —4X, :_?Sx4

Donc, dans ce cas, la solution du systéeme d'équations est:
X, =-5a
X, =1
X, =T7a
X, =3a

(aeD)

Probleme 2. (Examen officiel pour le Master de Mathématiques, 2007)

mx, +X, + X +X, =1
Résoudre et argumenter un systéme d'équations: < X, +mX, + X, + X, =1

X, +X, +mMX, +X, =1
ANALYSE.
Résolvez le probleme en utilisant la méthode de transformation élementaire.
SOLUTIONS.

m 1 111(1)1 1 m 1)1
A=l1 m 1 1]1|>/1 m 1 11
1 1 m 11| [m 1 1 1)1
(2)1 1 m 1 |1 (3)1 1 m 1 |1
—/0 m-1 1-m 0 0 |[—->/0 m-1 1-m 0 0 (*)

0 1I-m 1-m?> 1-m[1-m 0 0 2-m-m?> 1-m[1-m
Expliquer:
113



(1): Echangez les premiére et troisiéme lignes.

(2): Multipliez la premiere ligne par (-1), puis ajoutez la deuxiéme ligne, multipliez la
premiére ligne par (—m) et ajoutez a la troisiéme ligne.

(3): Ajoutez la deuxiéme ligne a la troisiéme ligne.

Nous avons: 2—m—m? =(1-m)(2+m), il y a 3 possibilités:

1 1)1

0 010
0 010

- Si m=1 alors le systeme d'équations devient:

o O -
o O -

rangAzrangz\:l, dans ce cas le systétme d'équations a une infinité de solutions qui

dépendent de trois paramétres X,, X;, X, .

X, =1-a-b-c
i . L X, =a
La solution du systéme d'équations est:  —b (a,b,cell)
3 =

X,=C
1 -2 11

- Si m=-2 alors le systeme d'équations devient: |0 -3° 3 0 |0
0 0 0 33

- Nous avons: rangA= rangR:S déduire un systeme d'équations avec une infinité de

X, =1
solutions qui dépendent du parametre x, . Nous avons: 4 X, = X,
X, ==X, + 2%, — X, +1=X,

X

Dans ce cas, la solution du systeme d'équations est: ? (a el )

X
X

w

Il
P o o D

X

<

- Si m=let m=-2 alors de (*) on a: le systéme d'équations a une infinité de solutions

qui dépendent des parametres X, et m. Nous avons:

1-x,
m+2

(2-m-m?)x, =(1-m)—(1-m)x, = X, =

(M=-1)x, =(M-1)x; =X, =X,

1-Xx
x1:1—x2—mx3—x4=m+;
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1-a

X, =
m+2

« = 1-a

Donc, dans ce cas le systéme d'équations admet une solution: > m+2 (a el )

1-a

X3 =
m+2

X,=4a

e  Probléme 3.(Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes, 2017)

Sachant a; que ce sont des nombres entiers, résolvez le systeme d'équations:

1
S X=X A e A X,

2n"'n

1
o X2 = X+ Xy F kX

EXn =a X +a,X +..+a, X

ANALYSE.
Résoudre le probleme en utilisant la méthode des déterminants.
SOLUTIONS.

Le systeme d'équations donné est équivalent a:

(2a,, —1) X, +2a,,X, +...+2a,,X, =0
2a,, X, +(2a,, —1)X, +...+2a,,x, =0

2n"*n

28, +28,,X, +...+(2a,, -1)x, =0

En appelant A, la matrice des coefficients du systéme d'équations ci-dessus, on a:

2311 -1 2312 Zaln
det A = 2a,, 2a,-1 .. 2a,
2a,, 2a,, 2a,, —

Nous avons: &; sont des entiers, donc les compléments algébriques de (Aq)ij sont aussi des

entiers, donc si nous développons le déterminant selon de la derniére ligne, nous aurons:

2a,-1 2a, 2a11nf1

2a 2a,,—1 .. 2a,
det A =2k+(2a,-1)] * % e

2an7111 2;:1”71’2 2anfl’n71—1



=2k +(2a,,-1)det A ,

=2k +2a,detA ,—detA ,

=2l —detA,
Par conséquent, det A, +det A _, =2l étant pair, déduire det A et det A, a la méme parité,
mais det A =2a,, —1 étre impair, déduire det A, étre impair, donc det A, =0 (puisque O est
pair). Puisque le systeme d'equations existe det A, =0, le systéme d'équations ci-dessus est
un systéme de Cramer et a une solution unique de x, =X, =...=x, =0.

n

e Probléme 4.

ax, +bx, =c
Résolvez le systéme d'équations: < cx, +ax, =b ou a,b,c sont trois nombres non nuls.
cx, +bx, =a
ANALYSE.
Résoudre le probleme en utilisant la méthode des déterminants.
SOLUTIONS.
ab 0
On a: det A=|0 ¢ a|=2abc=0
c 0 b

Le systeme d'équations est donc le systeme de Cramer. De plus:

c b O a c 0
detA =|b ¢ a:(az—b2+cz)b;detA2:O b a:(—a2+b2+cz)a;
a 0 b c ab
a b c
detA,=|0 ¢ b|=(a’+b*-c’)c
c 0 a

Le systeme d'équations a donc une unique solution:

_detAl_aZ—szrcz_x _detA, —a’+b*+c? . _detA,  a’+b’-—c?
" detA 2ab

~detA  2ac 27 detA 2bc
e Probléme 5.

Résoudre et argumenter le systeme d'équations selon les paramétres m:

X, +2X,+2%X,=0
—2% +(m-2) X, +(m—-5)x, =2
mx, + X, +(M+1)x, = -2

ANALYSE.
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Pour le probleme du calcul du seul déterminant d'ordre 3,possible en utilisant la methode
des déterminants.
SOLUTIONS.
1 2 2
D=detA=|-2 m-2 m-5=m’-4m+3=(m-1)(m-3);
m 1 m+1

0 2 2 1 0 2
D,=({2 m-2 m—5=4(3—m);D2=—2 2 m-5=0
-2 1 m+1 m -2 m+l1

1 2 0
D,=|-2 m-2 2 =2(m—3)
m 1 -2

- Si m=1 et m=3alors le systeme d'équations a solution unique est:
4 2
=—: X =0 X, =——
W ° m-1
Si m=1alorsD=0, D,=8=0, alors le systeme d'équations n'a pas de solution.
Si m=3 alors D=D, =D, =D, =0, pas encore de conclusion.

En substituant m =3 dans le systeme d'équations donné, on obtient:
X, +2X, +2X%, =0
—2X + X, —2X, =2.
3X, + X, +4X, =2
Ce systéme d'équations a une infinité de solutions dépendantes x,.
X, =3X, =2
5
X, =1-=X,.
3 2 2
X, el
e Probleme 6.(Extrait des questions d'examen officielles des Olympiades étudiantes de
mathématiques, 2017)
Résoudre et argumenter le systéme d'équations suivant selon le parametre m:
X+y+(1-m)z=2+m
(1+m)x—y+2z=0
2X—my+3z=2+m
ANALYSE.
Résolvez le probleme en utilisant la méthode de transformation élémentaire.
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SOLUTIONS.

Créer une matrice augmentée:

1 1 1-m|2+m " 1 1 1-m 2+m
A=[1+m -1 2 0 |>/m+2 0 3-m m-+ 2
2 -m 3 |2+m m+2 0 3+m-m?|(m+1)(m+2)

@ 1 1 1-m 2+m
—m+2 0 3-m m+2 (*)
0 0 m(2-m)|m(m+2)

Expliquer:
(1): Ajoutez la premiere ligne a la deuxieme ligne. Multipliez la premiere ligne par m puis
ajoutez a la troisieme ligne.
(2): Multipliez la deuxiéme ligne par (-1), puis ajoutez a la troisieme ligne.
De (*), nous avons:
-3

X=—+1
z

- Si m=0alors le systéme d'équations a une infinité de solutions: <y = % z+1

zel]

Si m=2alors le systéeme d'équations n'a pas de solution.

xel
- Si m=-2alors le systtme d'équations a une infinité de solutions: < y = —x

z=0

1
X=——
m-—2
. X ' . - . m+3

-Sim=0,m=2 et m=-2alors le systeme d'équations n'a qu'une solution:< y = >
-m
m+2
7=

2-m

e Probléme 7.(Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes, 2019)

Soit A=(aij)une matrice carrée reelle d'ordre n,definie par: Si i= jalors a; =5, si
i=j+lalors a; =2,si i=j—lalors a; =3,si ig{j, j+1 j—1}alors a; =0.

a) Calcul du déterminant de la matrice A d’ordre n.
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w1 8
X, 10
. \ 7 - X3 10
b) Resolvez le systeme d'équations: AT =]
X, | (10
L Xn | L 7 _

ANALYSE.

Pour résoudre le probléme, on peut combiner des méthodes: Calculer le déterminant par la
meéthode d'induction, résoudre le systeme d'équations par la méthode du déterminant.
SOLUTIONS.

a) Nous avons: A=|.
0 000 .. 53
10 000 .. 2 5]
Mettre: D, =det A

En développant le déterminant selon la premiere ligne, nous avons:

En développant le déterminant selon la premiere colonne, nous avons la formule de

récurrence:

D, =5D,,-6D,,(*) (n>3)

A partir de (*) nous avons: D, -2D, , =3(D,,-2D,_,)

Comme la formule est vraie pour tout n>3,0na:
D,-2D,,=3(D,,-2D,,)=3%(D,,-2D,;)=..=3"%(D,-2D,)

En calculant directement, nous avons: D, =19,D, =5, D, -2D, =9.

Ainsi: D,-2D,,=3"(1)

D'autre part, également & partir de la formule (*), nous avons: D, -3D, , =2(D,, -3D,,)
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Comme ci-dessus, nous avons:
D,-3D,,=2(D,,-3D,,)=2*(D,,-3D,;)=..=2"%(D,-3D,)=2"

Ainsi: D,-3D,,=2" (2)

De (1) et (2) nous avons: D, =3"-2"",

b) Car D, = det A=0, déduire le systtme d'équations donné est un systéme de Cramer,
c'est-a-dire qu'il n'y a qu'une seule solution. Nous voyons qu'en x= (1,1,...,1) tant que
solution, c'est la seule solution du systeme d'équations donné.

e Probleme 8.(Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes, 2019)
Soit 3nentier: a,a,,..,a,;b,b,,..,b;c,c,,..,c,, Satisfaisant ab +ab,+...+ab, =0.
Prouver que le systeme d'équations suivant a toujours une solution entiére:

abx +ab,x,+..+abx =c¢ —x
a,bx +ab,x, +..+a,b X, =C, —X,
abx +abx, +..+abx =c —x,
ANALYSE.
Pour résoudre le probleme, il faut combiner les méthodes: Calcul du déterminant par

induction, transformation élémentaire, résolution du systeme d'équations par la méthode du

déterminant.

SOLUTIONS.
l+ab ab, .. apb,
Calcul du déterminant D, = b 1l+ab, .. ab,
a,b ab, .. l+apb,

Séparer le déterminant par colonne n, nous avons:

l+ab .. ab , 0| l+ab .. ab, ab,
ab .. ab, O |ab .. ab, a,b,
D, =| .. N
a, b .. 1+a b, O |ab .. 1+a,,b , a b,
ab .. ab, 1 | ab .. ab,, a,b,
1+ab .. ab, , 0 1+ab .. ab, , a
ab .. ab, 0 ab .. ab, a,
= B N B
a,b .. l1+a.,b ., O a,b .. 1+a,.b ., a,
ab .. ab, 1 ab .. ab, a,
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En développant le premier déterminant par la colonne (n) nous obtenons le déterminant

D, ,. Multipliez la colonne (n) du second determinant par (—bi)puis ajoutez a la colonne

i(i=12,..,n-1), nous obtenons:

0 0 a
1 .. 0 a,
D,=D,,+b|.. .. .. .. ..|=D,,+ab,
0 0 .. 1 a,
0 0 .

Et nous avons la formule récursive: D, =D, , +a,b,. Comme la formule est vraie pour tout
n,ona: D,=D,,+ab,=(D,,+a,,b,,)+ab, =..=D,+ab,+ab,+..+ab,
Car: D, =ab +1a la fin nous avons: D, =1+ab +ab, +...+ab, =1.Donc, le systeme

d'équations donné est un systeme de Cramer. Le systéeme d'équations a donc une solution

unique. D) est le déterminant obtenu a partir du déterminant D, en remplagant la colonne i

par la colonne des coefficients libres. Nous avons des D; nombres entiers pour tous i =1,n,
i
donc le systeme donné n'a qu'une solution entiere x, = Eﬂ

n

e Probléme 9.(Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes, 2018)

Soient a (i:1,2,3,4)des nombres réels et 0<a, <1.Résolvons le systéme d'équations

ax +X, +X+x,=0
X, +a,X, + X+ X, =0

suivant: X %, + 8% + X, =0

X +X,+ X +a,X, =0
ANALYSE.
Résoudre le probléme en utilisant la méthode des déterminants.
SOLUTIONS.

Appelé D le déterminant de la matrice de coefficients du systeme d'équations donné. Nous

avons:

e i i
e i
N i
R e e
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Prenez les lignes i(i =1, 2,3,4) moins la premiére ligne, puis mettez les facteurs communs
(1-a,) de la colonne i(i=1,2,3,4), nous avons:

a 1 1 1
l1-a, 1-a, 1-a, 1-a,
D=[](1-a)| 1 -1 0 0
i 1 0 -1 0
1 0 0 -1

Ajoutez toutes les colonnes a la premiére colonne pour obtenir:

+24: 1 1 1 1
l-a, =%1-a 1-a, 1-a, 1l-a,

D=[](-a) 0 -1 0 0
= 0 0o -1 0
0 o -

4

-] (1—ai)[lij‘ia1 +Z42:1_1ai]<0.

Ainsi, le systeme d'équations donné n'a qu'une solution triviale.
e Probleme 10. (Extrait des questions d'examen officielles des Olympiades étudiantes
de mathématiques, 2002)

ax, +bx, +0bX; +...4+bX,50, + X500, =1

bX, +ax, +bX; +...+DX,00, +DX500, =1
Pour le systeme d'équations: < .eooeeiieriiieeie e

bX, +bX, +0bX; + ...+ 8X,00, + X500, = 2001

bX, +bX, +0X; +...+ DX, +DX,00, = 2002

Trouver la condition a,b pour que le systeme d'équations donné ait une solution unique.

ANALYSE.
Résoudre le probléme en utilisant la méthode des déterminants.
SOLUTIONS.
a b .. bb 1 b .. bb
b a .. b a .. b
. (1) . (2) 2001
D=|.. .. . .. .. =(a+2001b)|.. .. . .. .. =(a+2001b)(a—b)" .
b b .. a b 1 b .. a
b b b a 2002x2002 b a 2002x2002
Explication:

(1): Additionnez toutes les colonnes avec la premiere colonne.

(2): Multipliez la premiére ligne par (-1), puis ajoutez aux lignes restantes.
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Ainsi, le systéme d'équations donné a une solution unique si et seulement si a=bet
a=—2001b.
e Probléme 11. (Extrait des questions d'examen officielles des Olympiades étudiantes
de mathématiques, 2006)

Déterminer nde sorte que le systéme d'équations suivant ait 3 solutions linéairement

indépendantes:

1P% +2°%, +..+n°x, =0

22%, +3%%, +..+(n+1) x, =0

3%, +42%, +...+(n+2)" x, =0

nx, +(n+1)° X, +..+(2n-1)" x, =0
ANALYSE.

Résolvez le probleme en utilisant la méthode de transformation élémentaire.
SOLUTIONS.

Transformez la matrice des coefficients du systeme I'équation:

vz . o2 Lo | 22 L on ]

208 . () 13 5 Lo+l |3 5 . 20+l

$ 4 . (n+2)f|>| 5 7T . m+3|>(2 2 . 2

_n2 (n+1)2 (2n—1)2_ 12n-1 2n+1 .. 4n-3] [2 2 .. 2 |
Expliquer:

(1): Multipliez la ligne k par (-1), puis ajoutez a la ligne k+1(k =1,2,...,n—1).
(2): Multipliez la ligne k par (-1), puis ajoutez-la a la ligne k+1 (k =2,...,n—1).
Donc, le systeme d'équations a 3 solutions linéairement indépendantes, alors n> 3.
3.5. Problémes liés a I'espace vectoriel
e Probléme 1.
En considérant I'indépendance linéaire, la dépendance linéaire, trouvez le rang et le sous-
systeme linéairement indépendant maximal du systeme vectoriel suivant:
o =(10,-1,0), 2, =(1,2,11),0,=(3,2,3,2), o, =(11,2,1).
ANALYSE.
Résoudre le probléme en combinant des méthodes: Prouver si un systéme vectoriel est
linéairement indépendant ou linéairement dépendant. Trouvez le rang et le sous-systéme

linéairement indépendant maximal du systéme vectoriel.
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SOLUTIONS.
Construisez la matrice correspondante A et trouvez le rang de
10 -10 -1
1 1
A=
3 2
1 1

1

2 1 0
_)

2 3 0

1 2 0

P NN DN

%

N N RO

0 0
1 1
1 0
2 0

o O O -

0 0

Donc, rangA=3 inférieur au nombre de vecteurs, donc
linéairement dépendant. Puisque les trois lignes non nulles de

vecteurs o, 2,,,, le sous-systtme maximum linéairement
est oy, 0, 1, €t rang {e, a0, a3, } =3.

e Probléme 2.

Soit le systéme vectoriel linéairement o, @,,...,«

m

la matrice A:
0]

0

le systeme de vecteurs est
la matrice correspondent aux

independant de oy, a,,a,, 2,

indépendant dans l'espace vectoriel V .

Prouver: a) Systéme vectoriel g =, 5, =4 +,,.... B, =4+, +...+a,, est également

linéairement indépendant.

b) Systéme vectoriel:

n=apon et aa,
Vo =8y0 Tt
Vi =8 +ot 8,y
8
, ] . - N a21
Indépendance linéaire si et seulement si det A=0, 00 A=|
a

mi
ANALYSE.

Résoudre le probléeme a l'aide de la méthode: Démontrer
linéairement indépendant.

SOLUTIONS.

Supposer: bB +b,B,+..+b,B,=0 (bel)

<bo+b, (o +a,)+..4+b (e +... 4+, ) =0
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qu'un systéme vectoriel est



< (b +..+b, )y +(b, +...+b, ), +...+b,, =0

Comme «,a,,...,c,, il est linéairement indépendant, on a:

m

b,+b,+..+b, ,+b,=0
b,+..+b,,+b,=0

De (*) nous avons: b, =b, , =...=b =0. Donc, £, f,,..., B, linéairement indépendant
b) Supposer:c,y, +C,7, +...+C,7, =0 (c; €ll)

& (a0, +8,,C, +...+8,,C, ) & +(8,,C, +8,,C, +...+ 8,0, )

+oot (@G + 8y Cy + oo+ By ) Uy =0

mm=m

a;,C +a,C, +...+a,c. =0
a,C, +a,C, +...+a,,c. =0

(*)

a,c+a,,C,+...+a,.c, =0
Le systeme vectoriel est linéairement y,,7,,...,7,, indépendant si et seulement si le systeme

d'équations (*) a une solution unique (0,0,...,0)si et seulement si la matrice des

coefficients du systeme d'équations (*) a detA est non nul.

e Probléme 3. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2014)

Considérons V un espace de fonctions réelles continues sur l'intervalle [a,b]et supposons

b
f,f,...f eVque det“ f(X) f; (x)de =0.Prouver que le systéme vectoriel f, f,,..., f.

dépend lineairement deV.

ANALYSE.

Résoudre le probléeme a l'aide de la méthode: Démontrer qu'un systeme vectoriel est
linéairement dépendant.

SOLUTIONS.

b
Mettre: A:U fi(x)f, (x)dx]. Car det A=0, déduire systéme des vecteurs lignes de A

dépendance linéaire, déduire existence «,,,...,a, non simultanée est nulle telle que pour
tout j=1,2,...,non a:
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n

S U £ (X)1, (x)dszo

e par (St )] ~SaSantonm] ¢

En intégrant les deux membres de (*), on obtient:
bl n 2
J[Zai f (x)} dx=0
al i=1

n
Donc: )’ o, f, =0, déduire le systeme de vecteurs f, f,,..., f, est linéairement dépendant.
i=1

e Probléme 4. Dans 1 * le systéme vectoriel:
u =(1111),u,=(2,3,-1,0),u, =(-1,-111)
Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que le vecteur u=(x,x,,%,,X,) Soit

une combinaison linéaire du systéme vectoriel u,u,,u,.

ANALYSE.

Résoudre le probleme a l'aide de la méthode: Démontrer qu'un vecteur est une
combinaison linéaire d'un systeme vectoriel donné.

SOLUTIONS.

vecteur u=(x,X,,%,, X, ) est une combinaison linéaire d'un systéme vectoriel u,,u,,u, si et

seulement si I'équation u = y,u, +Y,U, + YU, a une solution si et seulement si le systéme

d'équations suivant a une solution:

1 2 -1|x 1 2 -1| x
1 3 -1|x IR 0 1 0 |-Xx+X
1 -1 1 |x 0 3 2 |-X+X
1 0 1|x, 0 -2 2 |-X+X,
1 2 -1 X, 1 2 -1 X,
010 - -
IR X +X, IR 01 0 X +X,
0 0 2 |-4x +3X,+X, 0 0 2 [4Xx+3X,+X
0 0 2 |-3x+2X,+X, 0 0 0 [X—X —X+X,

Donc, le systéeme d'équations a une solution si et seulement si x, —X, =%, +X, =0 . Alors un
vecteur u=(x;,X,, %, X, ) est une combinaison linéaire d'un systéme vectoriel u,,u,,u; si et
seulementsi X, —X, =X, +X, =0.

e Probléme 5.
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Dans [ ® pour les systemes vectoriels:

(2): o=(121),a,=(2,-21),2,=(322)
(B): B =(111), 5,=(110), 8, =(10,0)
a) La preuve («),(3)est labase de [ °.

b) Trouvez la matrice de conversion de base de (a)a ().

ANALYSE.

Résolvez le probléme en utilisant la méthode: Trouvez la matrice qui convertit d'une base a
une autre.

SOLUTIONS.

a) Faire une matrice A ou les lignes de A sont des vecteurs o, o, a2,

1 2 1
A=|2 -2 1
3 2

On a: detA=2=0 donc le systeme vectoriel est linéairement «,,,,a, indépendant,

dim(]® =3 donc, a;,a,,a, estlabase de [1°. Similaire S, /3,, /3, estlabase de [1°.
b) Résolvez les trois systemes d'équations suivants:

1 2 3]1|]11 1 2 3|1|1]1
2 -2 21110|—»|0 6 -4|-1|-1|-2
1 1 2/1|0]|0 0 -1 1|0 |-1|1

1 2 3|1 |1]|1 1 2 3|1|1]1
O -1 -1|0|-1|-1|>»>|0 -1 -1|0 |-1|1
0 6 —4|-1|-1|-2 0 0 2|-1|5 |4

Systeme d'équations (1): a, = %,az =-a, :%,a1 =1-2a,-3a, :g

Systeme d'équations (2): b, =g,b2 =1-b, = _73 b, =1-2b,-3b, = %7
Systeme d'équations (3): ¢, =2,¢, =1-¢c,=-1,¢,=1-2¢c, -3¢, =-3

5
a b ool |7 %
Ainsi: Ts,=la, b ¢|=- — -1
2 2
a3 b3 C3 _
15,
L2 2 |
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e Probléme 6.

11 31
Dans (] * pour la base (),().(r). Sache que: T, :{2 J,Tyﬂ :[2 J et baser
(»):7.=(11), y,=(10).Trouver la base de ().

ANALYSE.

Résolvez le probléme en utilisant la méthode: Trouvez la matrice qui convertit d'une base a
une autre.

SOLUTIONS.

Trouvons d'abord la base (4):

31
Parce que T , = [2 J déduire: B, =3y, +2y,=(5.3), 8, =n+7,=(2.1).

11 o B 1 1
Nous avons: T, = déduire: T,, =T} = _
2 1

2 -1
Ainsi: a,=—p+2p8,=(-1-1),a,=B,—,=(32)
Donc: labase de (a):e, =(-1,-1), «,=(32)

e Probléme 7.

] a -b
Soient V:{ ]a,bem}
b a

Sachez que: V avec l'addition de deux matrices et la multiplication d'un nombre par la
matrice est un espace vectoriel. Trouver la base, la dimension de V.

ANALYSE.

Résolvez le probleme en combinant les méthodes:Montrer qu'un vecteur est une
combinaison linéaire d'un systeme de vecteurs donné. Montrer qu'un systéme vectoriel est
linéairement indépendant.

SOLUTIONS.

10 0 -1
Considérons deux vecteurs dans V: A= [0 J, A = L 0 }

a :
Alors, pour tout vecteur X = {b }ev on atoujours X =a.A +hb.A,

a
Ainsi: {A. A} une génération de V (1)

D’autre part: pour tout a,b e[] ce que nous avons:
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0 0] [a -b|_[0 0] [a=0
a-Al+b-Az=0C>a'Ai+b'A2:{o o}j[b a}{o O}Q{bzo

Donc, le systéme vectoriel est linéairement {A, A, } indépendant  (2)
De (1) et (2) nous avons: {A, A} est labase de V et dimV =2.

e Probléme 8.

Soit 1" I'ensemble des nombres réels positifs. Dans [I * nous définissons deux opérations:
(a)vx,yel " :x@®y=xy
(b)vael,xel ":axx=x"

Sachant cela, (D *,69,*) est un espace vectoriel. Trouver la base, le nombre de dimensions

de I'espace vectoriel 1.
ANALYSE.
Résoudre le probléme a l'aide de la méthode: Démontrer qu'un vecteur est une combinaison
linéaire d'un systeme vectoriel donné.
SOLUTIONS.
Pour tous les vecteurs x €[], nous avons:
Xx®1=x.1=x, donc le vecteur nul dans l'espace vectoriel [] "est 1.
Pour chaque vecteur o €l1”, « différent le vecteur nul (c'est-a-dire « #1) nous prouvons
qu'il (o) est un générateur de [] *.
En effet, on a: x=a"%* =(log, X)*a=a*a, dans lequel a=log, xeJ.
Par conséquent, x il est toujours possible d'exprimer la linéarité sur un systéme constitué

d'un vecteur {a} (1).
D'autre part, puisque o différent le vecteur nul, déduire {a} des systémes de vecteurs

linéairement indépendants (2)

De (1) et (2) nous avons: dim[] " =1 et la base de [ "est un systéme constitué d'un vecteur
{a} avec o des nombres réels positifs autres que 1.

e Probléme9.

Soit V un espace vectoriel, A est un sous-espace vectoriel de V . Montrer qu'il existe un

sous-espace vectoriel B de V tel que A+B=V et AnB={0}.

ANALYSE.
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Résoudre le probleme en combinant les méthodes: Trouver la base et le nombre de
dimensions des sous-espaces d'intersection et de somme. Montrer qu'un systeme vectoriel
est linéairement indépendant.

SOLUTIONS.

Supposons que «;,a,,...,c, est une base dans A, alors c'est ¢, @,,...,, un systeme de
vecteurs linéairement indépendant dans V, nous pouvons donc ajouter plus de vecteurs,
pour obtenir un systeme de vecteurs

O Oy ooy Uy O, L, €S |2 basE de V. Mettre B =(e,,,...,ar, ). Alors:

Parce que A=(a,..., ) déduire A+B=(c,cty,.... %, Uy, ) =V.

D'autre part, si xe AN B alors existe des nombres a,b; €[] tels que:

X=ao +..+a.0,;, X=b ., .,+..+ba,

Ainsi: aq +..+a.a —b ., —..—ba, =0

Car le systeme vectoriel {ay,a,,....,} est linéairement indépendant, a =0,b, =0, déduire
x=0. Donc, AnB ={0}.

e Probleme 10.

Pour (], [x] deux bases:

n

(a):q =1, =X, ay =X, =X

n+l

n

(8):B.=18,=x-a,B,=(x-a),... B, =(x—a)
ol a est une constante.

a) Trouver la matrice de conversion de base de («)a (,B)
b) Trouvez la matrice de conversion de base de (3)a («).

ANALYSE.

Resolvez le probleme en utilisant la méthode: Trouvez la matrice qui convertit d'une base a
une autre.

SOLUTIONS.

a) Nous avons: 3, = (X—a)k =C, (—a)k +C, (—a)kf1 X+...+CE X
=C, (—a)k o, +C; (—’o’l)kfl a,+..+Cla, . +0a,,,+..+0c_,

En substituant, k =0,1,...,n nous avons:
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c) Cl(-a) .. Cl(-a)f c(-a)" |

0 C! Cl(-a)" Cl(-a)""
T, = C:
0

0 0 0 cr |

b) Nousavons: ¢, =x* =[(x—a)+a]k =Cla" +Cla“*(x—a) +..+C (x-a)".

= Cfakﬂl + CliakilﬂZ t..t CII:ﬂkJrl + Oﬁk+2 +..+ Oﬁml

En substituant, k =0,1,...,n nous avons:

'c? Cla .. Cla“ .. Cla"|

0 Cf .. Cha“t .. cia!
T.=l. .
g : : . Cf
0

0 0 0 cr |

e Probleme 11.

Dans [] * pour les vecteurs:

u,=(110,0),u, =(1111),u, =(0,-1,0,1),u, =(1,2,-1,-2) et E =(u,,u,,u;,U,).
a) Trouver la base et la dimension de E.

b) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour le vecteur x=(a,,a,,a;,a,) € E.
¢)Cho v, =(La’,a,1),v, =(Lb,b%1),v, =(ab+1,ab,0,1) . Trouver a,b pour V,,v,,v, étre

labase de E.

ANALYSE.

Resoudre le probleme en combinant les méthodes:Trouver la base et le nombre de
dimensions du sous-espace généré par le systéeme vectoriel. Trouver les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'un vecteur appartienne a un sous-espace généré par un
systeme vectoriel. Montrer qu'un systeme vectoriel est linéairement indépendant.
SOLUTIONS.
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a) Matrice de transformation:

11 0 011 [1 1 0 o1

11 1 112 |0 0 1 1]2

o -1 0 13 7]0 -1 0 13

1 2 -1 —2/4 |0 1 -1 —2|4
11 0 0t [t 1 0 0]t [1 1 001
0-10 13 |0 -10 1/3 |0 -10 13
00 1 102700 0 1 1270 0 1 1|2
0 1 -1 24 |0 0 -1 -1/4 |0 0 0 0l4

La derniere matrice en échelle d’ordre 3 et les 3 autres lignes non nul correspondent aux

vecteur u,,U,,U,.
Donc, dimE =3 et la base de E est le systéme u,,u,,u, et E=(u,,u,,u,).
b) x=(a,,a,,a;,8, ) € Esi et seulement si I'équation vectorielle x = x, + X2, + X2, a une

solution. L'équation vectorielle ci-dessus est équivalente au systéeme d'équations suivant:

11 0|y 110 )
11 -1}q IR 0 0 -1|-&a+a,
01 0|a 01 0 a,
01 1]aq, 01 1 a,
11 0 a 11 0 a 11 0 a
01 0 01 0 01 0
— % — % - %
0 0 -1|-a+a, 0 0 -1|-a+a, 0 0 -1 —-a, +a,
011 a, 0 0 1| |-a+a, 0 0 O0|-a+a,—-a,+3,

Ainsi, le systeme d'équations a une solution si et seulement si —a, +a, —a, +a, =0

Donc: x=(a,a,a,8,)cE<a+a,=a,+a,

c) Puisque dim E =3, déduire {v,,v,,v,} étre la base de E si et seulement si v;,v,,V, € E et

{V,,V,,V,} sont linéairement indépendants. A la suite de la phrase b), nous avons:
veEel+a=a’+1<ae{01-1
v,eE<l+b=b’+1<be{01-1}.

Considérez les cas suivants:

- Si a=0 ou b=0alors v, =v;0u v, =V, le systtme {v,,v,,V,} est linéairement

dépendant donc ce n'est pas une base de E.

- Si a=b=1alors v, =v,, donc le systéme {v,,v,,V,} n'est pas une base de E.
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- Si a=lb=-1o0u a=-1b=1. L'examen direct montre que le systéme {v,,v,,V,}
est linéairement indépendant, donc la base de E.
e Probleme 12.
Dans [ * pour les espaces sous-vectoriels:
U=((2011),(11,11),(0,-2,-1-1))

X, =X —X, =0
X, —X;+X, =0

TR

a) Trouver la base, le nombre de dimensions des espaces sous-vectoriels U,V,U +V.

b) Trouver la base, le nombre de dimensions de I'espace sous-vectoriel U NV.
ANALYSE.

Résolvez le probléme en utilisant la méthode: Trouvez la base et le nombre de dimensions
des sous-espaces d'intersection et de somme.

SOLUTIONS.

a) On a: les bases de U sont des vecteurs:

o =(2,0,11), 2, =(L1,1,1)et donc U =(e,a,). Le sous-espace V est le sous-espace

X, =X —=X,=0
X, =X+ X, =0

X =X +X,

racine du systeme d'équations: { . La solution générale est: {

X, = X3 — X,
Donc, la solution de base est S, =(1,1,1,0), 8, =(1,—1,0,1). Donc, la base de V est 3,5,
et dimV=2V=(8,8).Car U=(a,a,),V=(8.5),U+V=(a,a, 8.5 donc le
sous-systéme indépendant au maximum linéaire du systéme {a,c,, 3, B, } est la base de

U +V . Le calcul direct donne le résultat dim(U +V)=3 et {a;,a,,/3} est une base de

U+V.
b) X =(X. X%, %, X, ) €U si et seulement si I'équation vectorielle x =a,, +a,r, admet une

solution, elle est équivalente au systéeme d'équations suivant:

2 1|x 1 1x, 1 1 X, 11 X,
0 1|x, 0 1ix, 0 1 X, 01 X,
— — —
1 1ix 1 1(x 0 0 |=X+X 0 0] X—X,
1 1]|x, 2 1|x 0 -1|x-2x, 0 0|x +Xx,-2X,
X, —X, =0
Alors: X = (%, Xy, %5, X, ) €U <:>{ :
X +X,—2%,=0

133



X;—X, =0

X, +X,—2X%, =0

Ainsi: (X, %, %3, %, ) €U NV & (*)  Le systéme de solution

X, =X —X, =0
X, =% +X,=0

fondamental de (*) est un vecteur y =(2,0,1,1), donc dim(U NV )=1. La base de U "V
est le vecteur y =(2,0,1,1).
3.6. Problemes impliquant la applicationlinéaire, les valeurs propres et les vecteurs
propres
e Probleme 1.
Trouvez la formule d'une application linéaire qui f :0° —0* sait:
f(11,2)=(1,0,0), f(2,1,1)=(0,11), f (2,2,3)=(0,-1,0)
ANALYSE.

Résolvez le probleme en utilisant la méthode: Déterminer I'expression d'une application

linéaire en connaissant I'image d'une base a travers cette application.

SOLUTIONS.

Supposer: (%, %, %)=2,(112)+a,(2,1,1)+a,(2,2,3) (1)

Alors: f(%,%,%)=2a(10,0)+a,(0,11)+a,(0,-1,0)=(a,a, —a,,a,)(2)
De (1) déduire: a,,a,,a, étre la solution du systéme d'équations:

1 2 2|x 1 2 2 X, 1 2 2 X,
11 2(%|—=|0 -1 0 |-XxX+X |=|0 -1 0| —-x+X,
2 1 3|x 0 -3 -1|-2x+X, 0 0 —1ix-3X+X

8y ==X +3%, = X
Donc: a, =X —X,
a =X —4xX, +2X,

Ainsi, de (2), nous avons:

f (X0 %0 Xg ) = (X = 4%, +2X5, 2% —4X, + X, X, — X, )

e Probleme 2.

Dans [ ® pour deux bases:
(u):u, =(10,0),u,=(0,11),u, =(1,0,2)
(v):v, =(1-10),v, =(0,1,-1), v, =(1,0,1)

Et pour la application linéaire f :0° —0°, f (u;) =V,
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a) Trouver la formule de f.

A

b) Trouver des matrices A,, )

(u)*7 P (u)(v)’
ANALYSE.

Résoudre le probléme en combinant des méthodes: Déterminer [I'expression d'une
application linéaire en connaissant I'image d'une base a travers cette application. Trouvez
la matrice du mappage linéaire dans une paire de bases.

SOLUTIONS.

a) Trouver la formule de f.

Supposer: (X, X0 %) =W +3,U, +agu, (1)
Alors: (X%, %) =2, (L,-10)+8, (0.1 -1)+2(L0.1) = (& +&, 8 +&, -2, +&)(2)
De (1) déduire: a,,a,,a, étre la solution du systéme d'équations:

1 0 1|x 1 0 1| x
01 0x,|—|0 1 0| x
0 1 1]x 0 0 1]-x,+X,

==X, +X%
Donc: a, =X,
& =X+X =X

Ainsi, de (2), nous avons: f (X, X,, %) = (X, =X + X3, —2X, + X; )

b) Trouver des matrices A, ,A A

fr(u),(v)? 7 (V)

e Matrice A, . Nous avons:
f(u)=v,=au +au,+au, (1)
f(u,)=v, =bu, +b,u, +bu, (2)

f(uy)=vs=cu, +Cu, +cu, (3)

a b ¢
Alors: A=l b, ¢
a3 b3 C3

a;,b.,c, sont les solutions des équations vectorielles (1), (2), (3), respectivement. Chaque

équation (1), (2), (3) est équivalente a un systéme d'équations linéaires avec la méme
matrice de coefficients (uniquement des colonnes libres différentes), on peut donc résoudre

3 systemes d'equations en méme temps suit:
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1 0 1|1]|0/[1 10 1|1|0]1
010|-12(1|0/—»|0 1 0-1|1 |0
011011 0 0 1|1 |21

- Systéme d'équations (1): a,=1,a,=-1,a =1-a,=0
- Systeme d'équations (2): b, =-2,b, =1, b =—-b, =2

- Systéme d'équations (3): ¢,=1,¢,=0,¢,=1-¢,=0

0 2 0
Ainsi: Ajw=|"1 1 0
1 21

e Matrice A, - Nous avons:
f (u,)=Vv, =1v, +0v, +0v,
f(u,)=v, =0v, +1v, +0v,
f (uy) =V, =0v, +0v, +1v,
100
Ainsi: Auwm=|0 1 0
0 01
e Matrice A, . Nous avons:

v)

f(v,)=(L-12)=aVy, +a,V, +a,V,

f(v,)=(0,-1,-3)=byv, +b,v, +b,v,
f(v;)=(10,1)=cV, +C,v, +Cy,

a, b, c. estlasolution des trois systemes d'équations suivants:

1 0 1(1]0/1 1 0 1|11|01[1 1 0 11|01
-1 1 0f-1-10/—»|0 1 10|-11|—»/0 1 1|0(-1|1
0 -1 1|2 |31 0 -1 112|311 0 0 2|2|4|2

- Systéme d'équations (1): a,=1,a,=—a,=-1,a =1-a,=0
- Systeme d'équations (2): b, =-2,b, =-1-b,=1b =-h, =2

- Systéme d'équations (3): ¢;=1,¢,=0,¢,=1-¢,=0

0 2 0
Ainsi: Ajw=|-1 1 0}
1 21

. Probléme 3.
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Pour la application linéaire:

Trouver la matrice de f dans la base:

(U)1uy=Lu =xu,=x*..,U, =X

ANALYSE.
Résolvez le probleme en utilisant la méthode: Trouvez la matrice de I'application linéaire
dans une paire de bases.
SOLUTIONS.
Nous avons:
f (uy) =0=0u, +0u, +...+0u,
f(u)=1=1u, +0u, +...+0u,
f (u,)=2x=0u,+2u, +...+0u,

010 ..0 ..0
002 ..0 ..0
000 ..0 ..0

Ainsi: Af,(u):i k

000 .. 0 ..n
000 .. 0

o Probléme 4. (Extrait du concours officiel d'entrée au Master de Mathématiques,

2006)
Trouver des vecteurs propres, des valeurs propres, diagonaliser les matrices suivantes:
1000
> b 0000
a)A=-1 2 =2 b)A =
0 00O
1 -2 2
1 001
ANALYSE.

Résolvez le probleme en combinant des méthodes:Trouvez des vecteurs propres, des
valeurs propres de la matrice, diagonaliser les matrices.
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SOLUTIONS.

a) Trouver le polyndéme caractéristique:

5-2 -1 1
P(1)=| -1 2-2 -2 |=-2+91%-182
1 2 2-2

P,(1)=0<4=0,1=31=6.
Donc A, atrois valeurs propres4A=0,1=3,1 =6.

e Les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres A =0sont les solutions non
nulles du systeme d'équations:

5 -1 1|0 -1 2 -2/|0 -1 2 2|0
-1 2 -2|0|—»|5 -1 1[0|—»>0 9 9]0
1 -2 210 1 -2 2|0 0 0 010

Le systeme d'équations a une infinité de solutions dépendant d'un paramétre X,. On a:
X, =a,X,=a,% =0(aell).Donc, les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres
A=0 sont des vecteurs de la forme (0,a,a),a=0,dimV,=1.La base de V, est
a, =(0,1,1).

e Les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres A =3 sont les solutions non

nulles du systéeme d'équations:

2 -1 1|0 1 -2 -1|0 1 -2 -1|0 1 -2 1|0
-1 -1 -2|0|»|-1 -1 2/0|]»|0 -3 -3|0|—>|0 -3 3]0
1 -2 -1]|0 2 -1 110 0 3 310 0 0 010

Le systeme d'équations a une infinité de solutions dépendant d'un paramétre x,. Nous
avons: X, =b,x, =—b,x, =2x, +x, =—b (b e ). Donc, le vecteur propre correspondant a la
valeur propre A =3 est vecteurs de la forme (—b,—b,b),b=0,dimV, =1. La base de V, est
a, =(-1,-11).

e Les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres A =6 sont les solutions non
nulles du systéeme d'équations:

-1 -1 110 -1 -1 110 -1 -1 110

-1 4 20]1»|0 -3 -30|]>|0 -3 -3|0

1 -2 410 0 -3 3]0 0O 0 010
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Le systeme d'équations a une infinité de solutions dépendant d'un paramétre x,. Nous
avons: X, =C,X, =—C, X, =—X, +X, =2c(cl] ).Donc, les vecteurs propres correspondant
aux valeurs propres A =6 sont des vecteurs de la forme (2c,—c,c),c=0,dimV, =1.La
base de V, est o, =(2,-11).

e Diagonaliser une matrice: En résumant les 3 cas ci-dessus, nous voyons que la matrice
A, a 3 vecteurs propres lineairement indépendants. Donc, A est diagonalisable. La matrice

requise T est:

0 -1 2 0 00
T=[1 -1 -1|et T'AT=|0 3 0] estune matrice diagonale.
1 1 1 0 0 6

b) Trouver le polyndme caractéristique:

1-24 0 O 0

0O -4 0 0
AT O B S e

1 0O 0 1-2
P,(1)=0=1=0,1=L1.
Donc, A a deux valeurs propres 1 =0,4 =1.

e Les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres A =0 sont les solutions non

nulles du systéme d'équations:

1 00 0]0 1 00 01}0
0 00 0|0 0 001]|0
OOOOO_)OOOOO
1 00 1]0 0 00 0/0

Systeme d'équations a une infinité de solutions qui dépendent de deux parameétres X,, X,.
Nous avons: x, =a,X, =b,X, =0,x, =0. Donc, les vecteurs propres correspondant aux
valeurs propres A =0 sont des vecteurs de la forme (0,a,b,0),a*+b* =0,dimV, =2. La
base de V, deest: ¢, =(0,1,0,0),,=(0,0,1,0).

e Les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres A =1sont les solutions non

nulles du systéme d'équations:
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0 0 0 0[0] [1 0 0 0[0
0 -1 0 0/0] |0 -1 0 oo
0 0o -1 0lo| Jo o -1 0o
1 0 0 olo| [0 o o olo

Systeme d'equations a une infinité de solutions qui dépendent des paramétres x,.Nous
avons: X, =¢, X, =0, X, =0,X1=0(CED ).Donc, les vecteurs propres correspondant aux
valeurs propres A =1 sont des vecteurs de la forme (0, 0, 0,c),c #0,dimV, =1. La base de
V, est a; =(0,0,0,1).

e Diagonaliser une matrice: En résumant les 2 cas ci-dessus, nous voyons que la matrice
A, n'a que 3 vecteurs propres linéairement indépendants tandis que A est une matrice
d’ordre 4, donc A ne peut pas €tre diagonalisée.
. Probleme 5. (Extrait du concours officiel d'entrée au Master de Mathématiques,
2007)
Dans [1* pour la base: (u):u, =(1,1,1),u, =(-1,2,1),u, =(13,2)
Et permet la transformation linéaire f définie par:

f(u,)=(0,53), f (u,)=(2,4,3), f (u,)=(0,3,2)
Trouvez la base pour que la matrice de f dans cette base soit une matrice diagonale.
ANALYSE.
Résoudre le probléme en utilisant la méthode: Trouver une base telle que la matrice d'une

transformation linéaire dans cette base soit une matrice diagonale.
GUIDE DES SOLUTIONS.

o B

01
Etape 1:Trouver la matrice de f dans labase (u)est: A, =|1 0
11

Etape 2: Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A et de f .

Les résultats récapitulatifs sont les suivants:

- A, adeux valeurs propres A=-1,1=2.
- Les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres A=-1 sont des vecteurs

(—a—b, a, b),a2 +b? #0.Dans ce cas, A a deux vecteurs propres linéairement indépendants
o, =(-1,1,0),a, =(-1,0,1).
- Les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres A=2sont des vecteurs

(c,c,0),c 0. Dans ce cas, A a un vecteur propre linéairement indépendant de o, =(1,1,1).
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A partir de 13, nous avons:

- f a deux valeurs propres A1 =-1,1=2.

- Les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres A =-1 sont des vecteurs de la

forme:
(-a—b)u, +au, +bu, =(-2a,a+2b,b),a* +b* = 0.
Dans ce cas, f il existe deux vecteurs propres linéairement indépendants:

B, =-1u,+1u, +0u, =(-2,1,0)
B, =—1u,+0u, +1.u, =(0,2,1)

- Les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres A =2 sont des vecteurs de la

forme:
C.U, +C.U, +cu; =(c,6¢,4c),c #0.
Dans ce cas, f il existe un vecteur propre linéairement indépendant de:
Lo =1u +1u, +1u, = (1, 6, 4).
Etape 3: Conclusion
Puisqu'il f s'agit d'une transformation linéaire de [1° (dimD P= 3) et f qu'il existe trois

vecteurs propres linéairement indépendants qui sont des vecteurs g, p5,, 05, donc

-1 0 O
(B):B.. B,. B, C'est la base de la [ ° recherche et nous avons: Ayp=[0 -1 0]
0 0 2

o Probleme 6.(Extrait de la question officielle de I'examen de maitrise en

mathématiques, 2006)

Pour une transformation linéaire f :V —V satisfaire f®= f . Prouver:
a)Imf +ker f =V b) Im f nker f ={0}.

ANALYSE.

Résoudre le probléme en utilisant la définition de Kerf, Im f.

SOLUTIONS.

a)Ona: Imf +Kerf <V, il faut prouver: V < Im f + Kerf .

Pour tous « €V , nous avons: « = f (a)+(a— f (a))
Nous avons: f (a)elmf et f (a— f (a))= f(a)- fz(a)= f(a)-f(a)=0.
Donc, (a— f (a))eKerf = a elm f +Kerf et Im f +Kerf =V.

b) Supposons: B elIm f nKerf . Alors, il existe a €V af(a)=p.
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Parce que f*=f, donc B="f(a)=f?(a)="1(f(a))="f(B)=0(car Bekerf)
Donc, si gelmf nKerf alors g=0. Ainsi, Im f nKerf ={0}.

e Probléme 7. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2022)

Soit le systeme vectoriel «,a,,...,«, étre des vecteurs non nuls dans I'espace vectoriel V,
avec dimV >n. En supposant f :V —V une application linéaire dans I'espace vectoriel V
telle que f(a)=a, f()=0+,, pour tout i=23,..,n Preuve d'un systeme
vectoriel linéairement ¢, @,,..., ¢, indépendant.

ANALYSE.

Résolvez le probleme en utilisant la méthode:Montrer qu'un systéme vectoriel est
linéairement indépendant.

SOLUTIONS.

Nous le prouvons par induction.

On a: le systéme n'a qu'un seul «, vecteur lineairement indépendant. Supposons que nous
ayons un a,,a,,....o, (k <n) systeme vectoriel linéairement indépendant. Considérez le
systeme: a,o, +a,a, +...+ 8,4, =0 (ai el,i :m) (1)

De (1) nous avons: a, f (o )+a, f (o, )+... 48, f (4,1)=0 (2)

En soustrayant (2) de (1) on obtient:

a1( f (al)—al)+a2(f (az)—a2)+...+ak+l( f (akﬂ)—am)zo

S a,o +a,a, +..+8,,0, =0 (Car f(a)=a, f(a)=0+a,)
=>a,=a=..=8,,=0.

(Parce que le systeme vectoriel o, ,,..., o, (k < n) est linéairement indépendant).

Donc, a =0, le systéme de vecteurs est linéairement o, «,,..., ¢, ,, indépendant pour tout
O<k<n. Ainsi: o, a,,...,a, est linéairement indépendante.

e Probléme 8. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2022)

La notation P,[x] est un espace vectoriel réel composé de polyndmes avec des coefficients
réels de degré ne dépassant pas n et des polyndmes 0. Permet une transformation linéaire
f :P,[x]— P, [x] définie par f(x*)=1+x+x"+..+ X", avec k {0;1;2;...;n}.
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a) Trouver la matrice M de f dans labase (u):u,=1,u, =x,u, =x*,...,u, =x"de P,[x].
b) Trouver une base de P,[x] telle que la matrice de f dans cette base soit la matrice

diagonale.

ANALYSE.

Résolvez le probléme en utilisant la méthode: Trouvez la matrice de I'application linéaire
par rapport a la base. Trouvez une base telle que la matrice d'une transformation linéaire
dans cette base soit une matrice diagonale.

GUIDE DES SOLUTIONS.

a)Nous avons: f(x*)=1+1x+1.x"+..+1x". Donc,

1

0O 0 0 .. 1

b) Le polyndme caractéristique d'une matrice M est B, (1) =det(M —A1)=(1-4)". Donc,
M il n'y a qu'une seule valeur propre A =1. A partir de laquelle un vecteur propre de la M
forme peut étre trouvé (a,0,0,...,0),a=0.Par conséquent, M il n'y a qu'un seul vecteur
propre linéairement indépendant, donc fil n'y a pas assez de n vecteurs propres
linéairement independants, donc il n'y a pas une base de P, [x] telle que la matrice de f

dans cette base soit la matrice diagonale.

e Probleme 9. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,

2022)

Soit la transformée linéaire f :0,[x] -0 ,[x], définie par f (P)=(2x+1)P—(x*-1)P',

ou P est la dérivée du polyndme P. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de
f par rapport a la base (u):u, =1,u, = x,u, = X*.

ANALYSE.
Résolvez le probléme en utilisant une combinaison de méthodes: Trouvez la matrice de la

transformation linéaire par rapport a une base. Trouvez les valeurs propres, les vecteurs
propres de la transformation linéaire.
GUIDE DES SOLUTIONS.
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e On a: Puisque f (P)=(2x+1)P—(x*~1)P" la matrice de la transformation linéaire

f dans la base (u):u, =1,u, =x,u, =x"est A=

o N Bk
e
L =)

e Trouvez les valeurs propres: A=-1,4=1,1=3.

e  Trouver les vecteurs propres correspondants o, =(1,-2,1),a, =(-10,1),a;, =(1,2,1).
Probléme 10. (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes, 2016)
Donner [x] est un espace vectoriel de polyndémes de degré inférieur ou égal a n surll.
Définition de I’ application f :0 ,,[x] > ., [x] définie par f(p(x))z p(x+1).

a) Montrer que f c'est une transformation linéaire.

b) Trouver la matrice de f par rapport a la base (u):u, =L u, = x,u, =x*,...,u, = X",

ANALYSE.

Résoudre le probléme en utilisant une combinaison de méthodes:Démontrer I'application
linéaire. Trouver la matrice de I'application linéaire par rapport a une base.
SOLUTIONS.

a) Pour tout p(x),q(x)el . [x],ael:
f(p()+a(x))=f((p+a)(x))=(p+a)(x+1)

=p(x+1)+q(x+1)=f (p(x))+ f (a(x)).
f (ap(x))=(ap)(x+1)=ap(x+1)=af (p(x)).
Ainsi: f une transformation linéaire.

b) Nous avons:

f(1)=1f(x)=1+x, f (x2)=l+2x+x2,..., f (x”):Cr? +CIX+C2X% +...+CM X" +CMx".

1 .. C°]
012 .. C
Donc, la matrice de f dans labase (u)est: A, =t & & "
0 .. CcM
_ cr |

° Probléme 11.

Sachant que: Si c'est p(x)un polyndme caractéristique de matrice A (Ae M, (O )) alors

p(A)=0.
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1 0 2
a)Calculer f(A)=2A"-3A°+A'+A’—4l,avec A=|0 -1 1
0 1 0
b) Calculez A™, avec la matrice A donnée dans la phrase a).
ANALYSE.
Résolvez le probléme en utilisant la méthode: Trouver le polyndme caractéristique de la
matrice.
SOLUTIONS.

a) En divisant le polyndme f (x) par le polynéme caractéristique p(x) on obtient:
f(x)=p(x)a(x)+r(x),ou r(x)estun polynéme de moindre degré n, on a:

f(A)=p(A)q(A)+r(A)=r(A)(Parce que p(A)=0)

x-1 0 =2
Le polyndme caractéristique de Aest: p(x)=|xI —A=| 0 x+1 -1=x"-2x+1
0 -1 X

En divisant le polyndme f (x) =2x® —3x° +x* +x* —4 par le polyndme p(x)=x°—2x+1.

On obtient: le polynéme restant r(x) = 24x* —37x+10.
Donc: f (A) =r(A) =24A* —-37A+10I.
1 2 2
Parceque A°=|0 2 -1
0 -1 1
1 2 2 1 0 2 100 -3 48 -26
Ainsi: f(A)=24/0 2 -1|-27/{0 -1 1(+10/0 1 0|=|0 95 -61
0 -1 1 0 1 0 0 01 0 -61 34

b) Nous avons: p(A) =0<> A’ ~2A+1 =0 (-A’+21 )A=1 < At =-A" 12

1 2 2 1 2 2 1 00 1 2 2
Car A°=|0 2 -1| donc: A*=—-|0 2 -1|+2|0 1 0|=l0 0 1
0 -1 1 0 -1 1 0 01 0 1 1

e Probléme 12. . (Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2014)
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Sachant que: Si c'est p(x)un polynéme caractéristique de matrice A (Ae M, (O )) alors

p(A)=0.Pour une matrice carrée A= .Calculer A*,

N O W
N B O
N NN

ANALYSE.
Résolvez le probléme en utilisant la méthode: Trouver le polynéme caractéristique de la
matrice.

SOLUTIONS.

En divisant le polyndme f (x) par le polynéme caractéristique, p(x) on obtient:
f(x)=p(x)a(x)+r(x),ou r(x)estun polynéme de moindre degré n, on a:
f(A)=p(A)q(A)+r(A)=r(A)(Parce que p(A)=0)

3-x 0 2
Le polyndme caractéristique de Aest: p(x)=| 0 1-x 2 |=-x’+6x"—3x-10
2 2 2-X

Effectuer une division f(x)= X201

par le polyndme p(x)=x’>—6x*+3x+100n a un
polyndme restant:  r(x) = ax® +bx+c.

Donc, nous avons: X = (x° —6x” +3x+10)q(x) +ax” +bx+c (1)

f(A)= A" =r(A)=aA’ +bA+cl (2)

Puisqu'il p(x)existe des solutions de 2, -1, 5, puis substituer x =2,—1,5dans (1), on

obtient:
o 52014 _ 22015 +l
Aa+2b+c =22 18
A bico1 - b_6'22014_52014_12
B B 18
25a+5b +¢ =5 . 5 02014 2014 |
- 9

D'aprés (2) on a donc:

52014 _ 92015

2014 2014 2014 2014
+1 . 627757412 52 -5 45
18 18 9
e Probleme 13.(Extrait de la propositiond'Olympiade de mathématiques étudiantes,
2017)

A _
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0 0 0 1]
00 1

Pour matrice A=|: = .
01 .. 00
10 .. 00,

Prouver que la matrice A est diagonalisable. Trouver une P matrice inversible pour PAP
étre une matrice diagonale.

ANALYSE.

Résolvez le probleme en utilisant une combinaison de méthodes: Trouvez des vecteurs
propres, des valeurs propres de la matrice, diagonaliser les matrices.

GUIDE DES SOLUTIONS.

a) Le polyndme caractéristique d'une matrice A est P, (1) = (/12 —1)n

Donc: A il y a deux valeurs propres: A=1ouAd=-1.

o Pour A =1, trouvez les n vecteurs propres comme suit:

2, =(10,0,..,0,01),2,=(0,10,..,0,1,0),..,2, =(0,...,0,1,10,...,0).

J Pour 4 =-1, trouvez n un autre vecteur propre:

o =(—1,O,0,...,O,O,1),,B2 :(0,—1,O,...,O,:I.,O),...,ﬂn =(O,...,O,—1,1,0,...,0).

o Donc: A la diagonalisation est possible et la matrice recherchée P a la forme:

(10 .. 0 1]

01 .. 10

P = : . :
L1

10 .. 0 1|

Conclusion du chapitre 3.

Les résultats de ce chapitre ont prouvé que les méthodes de résolution de problemes
mathématiques que nous avons détaillées au chapitre 2 ont été appliquées de maniére
créative a la résolution des problemes similaires et des problemes I'examen Olympiade
nationale de mathématiques pour les étudiants, ainsi que I'examen d'entrée en
mathématiques pour le Master de Mathématiques. Normalement, la résolution d'un
probleme d'algébre linéaire a I'Olympiade de mathématiques nécessite une combinaison
flexible de nombreuses méthodes de résolution . C'est une bonne occasion d'aider les éléves
a développer une pensée créative en apprenant a résoudre l'algébre linéaire. Cela montre
I'utilité d'étudier des méthodes pour résoudre certains problemes mathématiques typiques
gue nous avons présentés dans le chapitre 2 de la these.
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CONCLUSION DE LA THESE
These “Recherche sur les méthodes de résolution de certaines formes mathématiques
typiques en algébre linéaire” a atteint les objectifs et les taches fixés, en particulier la thése
a atteint les contenus suivants:
1. La thése a systématiquement présenté les connaissances de base sur l'algebre linéaire
liées aux sujets suivants: Matrice, déterminant, systeme d'équations linéaires, espace
vectoriel, application linéaire. Depuis lors, les méthodes de résolution de problemes pour
certaines formes mathématiques typiques doivent étre étudiées.
2. La these a fourni un systeme riche de méthodes de résolution de problémes pour
chaque type de mathématiques typiques, ainsi que des problemes illustratifs.
3. Les méthodes de résolution de problémes ont été appliquées de maniére créative pour
résoudre des problemes similaires et des problémes avancés. Par conséquent, la these peut
étre utilisée comme référence pour améliorer les connaissances des étudiants universitaires
dans I'étude de I'algebre linéaire. Plus précisément, aider les éléves a identifier et a classer
les problemes pour trouver des solutions.
Les résultats de recherche de la these ont mentionné I'analyse nécessaire de la méthode de
résolution pour chaque type de mathématiques pour aider les étudiants a la fois a
comprendre la théorie et a connaitre les compétences pratiques de résolution de problémes.
A partir de 13, les étudiants peuvent faire preuve de créativité pour résoudre des problémes
similaires et avancés. A partir de cette étude, il peut ouvrir de nouvelles recherches sur les
méthodes de résolution de problémes pour d'autres types de mathématiques en algébre
linaire, ainsi que dans d'autres domaines mathématiques tels que: les équations

différentielles, I'analyse mathématique, la statistique mathématique,...
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